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Zusammenfassung

In dieserArbeit wollenwir ein effizientesVerfahrenzur LosunghyperbolischebDifferen-
tialgleichungerentwickeln. Wir betrachtersowvohl skalareGleichungerals auchSyste-
me, hierspezielldie EulerGleichungerderGasdynamikin 2D undin 3D. Dabeirechnen
wir auf verschiedenefittertypen.Um ein Verfahrenmit moglichstwenig Viskositat zu
erhalten setztunsereMethodeauf denso genannterbDiscontinuousGalerkinMethoden
auf. Dabeiwird die exakteL dsungstiickweisedurchein PolynomhoherenGradesanstatt
einerstiickweisekonstanteri-unktionapproximiert.DiesesVerfahrenwird an mehreren
TestbeispielegetestetSchliesslictwird dieseMethodeangavendetum ein zeitablangi-
gesVektorfeld zu visualisieren Dabeiwird eine neu entwickelte Methode,der Textur-
transportyorgestellt.
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Kapitel 1

Einleitung

Zur Beschreing der Natur werdenhyperbolische’Erhaltungsatze” hauptéchlichin
der Stromungsmechani&angevendet Hier seieneinigeBeispieleerwahnt,bei denerhy-
perbolischeDifferentialgleichungenuftreterkonnen.

Die Umstibmungvon Autosunddie Sttomungswrgangeim Motor sindentscheidenéiir
Leistung,Getauschentwicklungdrennstofverbrauchund Schadstdausstol3.

In derLuft- undRaumthrttechnikst die Entwicklungkomplexer Fluggeateund Trager
systemeahneintensvenEinsatmumerischeSimulationemichtdenkbarOptimierungen
nachAspektender Sicherheit,der Wirtschaftlichleit und der Umweltbelastungind im
Rahmereinerzukunfts\ertraglichenLdsungder ProblemedesLuft- und Orbitalverkehrs
zwingend.DerartigeUntersuchungeibeziehendie gesamtéMechselirkung zwischen
Stromungund Struktur die Stromungs-und Verbrennungswgangeder Antriebssysteme
mit ein. Die berbtigtenSimulationerkdnnenrheutenureingeschiéinkt(z.T. nurmit verein-
fachtenModellen)durchgeiihrt werden,dadie Leistungder verfugbarerRechnemicht
ausreicht.

AndereAnwendungsgebieteon hyperbolischemifferentialgleichungeneberderLuft-
fahrtsindz.B. die Meteorologieund Wettenorhersagedie Astrophysik,die Ausbreitung
vonWellenin elastischerKorpernundderFlussvon Gletschern.

SehrgrolReTeile derphysikalischerPranomend&odnnendurchdie EulerGleichungerder
Gasdynamilbeschriebemerden Die EulerGleichungersindein Spezialéll derNavier-
Stokes-Gleichungefilr reibungsfreieMedien.Wir werdenunsin dieserArbeit auf diese
Gleichungerbeschanken.

In dieserArbeit betrachterwir die Diskretisierungfur Systemevon hyperbolischerkr-
haltungsatzen

ow+divf(w)=0 in RYxR" (1.1)

mit Anfangswerten

w(x,0) = wp(x) in IRY. (1.2)
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Dabeiseien
a w
X = : , W = : undf =

Zq W fd

[y

h

d bezeichnetlie Raumdimensionndm die AnzahlderKomponenten.
Der Divergenzoperatoist definiertdurch

div f(w) = Z O, fi(W)

wobeiw : R x Rt — R™und fi, ..., fs : R™ = IR™.

Im Fall m = 1 redenwir vom skalarerFall. In dieserArbeit betrachtemwir nur die Falle

d = 2, 3. Die f; nennerwir auchFlussfunktionen.

Wir nehmenan, dassdie Nichtlinearitaiten f; , f, und f3 in (1.1) glatt sind.Im Wesent-
lichen gibt esdrei Methoden,um (1.1) und (1.2) zu loésen.Das sind die Methodeder

Finiten Differenzemerfahrenauf kartesischer@Gittern in Form von Dimensionssplitting
[18], [20], [21], [47], [57], [63], die FinitenElementeVerfahren[32], [33], [34], [35] und

die VerfahrenderFinitenVVolumen[25], [37], [42], [44], [61], [69] aufbeliebigernGittern.

Bis jetztgibt esnochkeinegenerellerKonvergenzatzefiur numerisché&Schematdir Sy-

stemein 2-D. Fur kleine Zeitenliegen Existenz&tzevor [36]. Fur grosseZeitenjedoch

gibt esfur die EulerGleichungenn mehrererRaumdimensionekeinenExistenzsatz.

Ziel dieserArbeit ist die Entwicklung eineseffizientenVerfahrenhdhererOrdnungim
Ort. Dazuwerdendie von Cocklurn, Shu,HouundChavent[8], [14], [15], [16], [17] ent-
wickeltenDiscontinuousGalerkinVerfahrenin mehrererRaumdimensionehetrachtet.
Jafre, Johnsorund SzepessjB1] zeigenfur dieseVerfahrendie Korvergenzim skalaren
Fall. Eswird untersuchtyie sichdie sehrtheoretischespektealgorithmischumsetzen
lassenspeziellin 3D, undwie mansieeffizientaufeinemParallelrechnemmplementiert.
EinweitereHauptzieldieserArbeitist die EntwicklungeinerVisualisierungsmethodar
zeitablangigeVektorfelder Die Visualisierungson Vektorfeldernst einederwichtigsten
AufgabenmathematischeyisualisierungBislanggibt esnur auf statiorarenVektorfel-
dernzufriedenstellend®ethodenDiesefehltenbislangbeiinstatiorarenVektorfeldern.
Hier wird nun eine neueMethodevorgestellt,bei der ein numerisched/erfahrenvom
hyperbolischeyp zu losenist. Dabeikommendannauchdie DiscontinuousGalerkin
VerfahrenzumEinsatz.

Ein speziellePhanomenhyperbolischeDifferentialgleichungerst, dassauchbei glat-
ten Anfangsdatetnstetigleitenin derLosungentstehekdnnen Numerisché/erfahren
habermeistenglie EigenschaftUnstetigleitenzu verschmiererDieseVerschmierungen
sind bei VerfahrenersterOrdnungoft sehrgrof3.Bei VerfahrenersterOrdnungwird auf
einemKontrollvolumendie gesuchtd-dsungdurcheinenkonstanteiWert approximiert.
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Mit dieserkonstantemVertenwird danndernumerischélussausgaertet.Um dieseVer-

schmierungeru minimierenmisserVerfahrenhdohererOrdnungbetrachtetverden Bei

denverwendeterVerfahrenhohererOrdnungwie MUSCL (MonotonicUpstreanCente-
red Schemedor Consenation Laws) [38], [26] oderENO (EssentiallyNon Oscillatory)
[38], [55] wird in jedemZeitschrittausdenkonstanter\Wertenin denKontrollvolumen
in Abhangigleit derWertein denNachbarzellerin PolynomhdherenGradesekonstru-
iert. Mit diesemrekonstruierterPolynomwird danndie Flussberechnundurchgeiihrt.

Danachhatmanjedochwiederdie LosungalskonstantetWert aufdemKontrollvolumen
vorliegen.

Bei denDiscontinuousGalerkinVerfahren[8], [14], [15], [16], [17] versuchtmannun,
einenanderenWeg zu gehen.Die gesuchte.dsungauf einem Kontrollvolumenwird
durchein PolynomhodherenGradesapproximiert.Mit diesemPolynomwird dannder
numerischeFlussausgavertet. Wie sich im Laufe dieserArbeit herausstellenvird, ist
diesesverfahrenauf einemfestenGitter sehrviel langsamealsdie VerfahrenersterOrd-
nungoderdie andererVerfahrenhdhererOrdnung.DieserVemleichist abernur bedingt
zulassig.Um namlicheinebestimmte~ehlertoleranzu unterschreiterkannbeidenDis-
continuousGalerkin Verfahrenauf einemsehrviel groberenGitter gerechnewerden,
womit die reine Rechenzeitvesentlichreduziertwird. Auch mussmandie Rechenzeit
pro FreiheitsgraetrachtenDann stellt sich herausdassdie Rechenzeiter Disconti-
nuousGalerkinVerfahrendochnichtsogroRist. Dariberhinausieferndie Discontinuous
GalerkinVerfahrensehrbeeindruckndeErgebnisse.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: In Kapitel 2 werdendie Finiten Volumen Verfah-
renin allgemeinerArt erklart. Zusatzlichwerdenhier die Notationeneingefihrt. In Ka-
pitel 3 werdenVerfahrenzur LosungskalarerGleichungenvorgestelltund die Euler
Gleichungender GasdynamilkbesprochenWeiter werdennumerische~lussfunktionen
zur Losungder EulerGleichungervorgestellt.In Kapitel 4 werdendanndie Disconti-
nuousGalerkin Verfahrenvorgestellt. DabeiwerdenVerfahrenzweiterund dritter Ord-
nungauf Dreieclen, QuadratenTetraederrund Hexaedermanalysiert.In Kapitel 5 soll
die Parallelisierungder DiscontinuousGalerkinVerfahrenbetrachtetverden.Aufgrund
derhohenLaufzeitder Verfahrenist eine Parallelisierungunumginglich,wennmanauf
hinreichendfeinen Gittern arbeitenwill. Darliberhinauseignensich die Discontinuous
GalerkinVerfahrenbesondergut zum ParallelisierenDa die Polynomordnundpkal be-
grenztist, istderAufwandnichtsehrviel hoheralsbeiVerfahrenersterOrdnungn Kapi-
tel 6 soll die numerisché&ornvergenzordnunglerVerfahrenanalysiertverden.n Kapitel
7 werdenweiterenumerischeBeispielevorgestellt.In Kapitel 8 wird eine Anwendung
vorgestellt,die wesentlicherGebrauchder DiscontinuousGalerkinVerfahrenmacht.Bei
dieserneuentwickelten Visualisierungsmethodgir zeitablangigeVektorfeldersoll ein
vorgegebenedMuster (wir sprechervon Textur) mit einemgegebeneroder gleichzei-
tig gerechneteVektorfeld transportiertverden.Fur dieseTransportrechnungewar es
notwendig,ein Verfahrenmit moglichstwenig numerischeWiskositat zu entwickeln. In
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Kapitel 9 wird eineweitereVisualisierungsmethodergestellt.Fur skalareDatenfelder
ist Volumervisualisierungeine beeindruckndeMethode.Hier wird die Volumervisua-
lisierungin der Sttomungsmechanikngevendet,wobei die Numerik wie in Kapitel 8
benutztwird. In Kapitel 10 schlief3lichfasserwir die Arbeit zusammemund gebereinen
Ausblick aufweitereForschungsriglichkeiten.

Als Programmierspracheabenwir C gewahlt, weil dieseSpracheauf allen Computer
systemerverfugbarist und sie geeigneteDatenstrukturerbesitzt. Fernergibt es schon
geriigendUnterroutinengdie in C geschriebersind und die mandeswegenleichtin ei-
geneProgrammeeinbindenkann. So habenwir in dieserArbeit beim Programmieren
dasGrafiksystenGRAPE[51],[28] fur Triangulierungenyerfeinerungemindgraphische
Darstellungder Ergebnisse@enutzt.

NocheinetechnischdemerkungDawir in dieserArbeit sovohlden2D alsauchden3D
Fall betrachtenhabenwir unsbeim Notierenvon Gleichungerfur folgendenWeg ent-
schiedenAuftretendeMatrizen,VektorerundGleichungererscheinem der3D Version.
Ist keineexplizite 2D Versionanggebensosinddie 2D Versionerin einfacheMWeiseauf
ahnlichemWeg zu erhaltenDazuist in derRegel nur der f3 Teil wegzulassenbei (5x5)-
Matrizendie vierte Spalteund Zeile zu streicherundbei 5erVektorendie vierte Zeile zu
streichenIim verbleibendenTeil ist zumBeispielns unduz gleichNull zu setzen.
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Kapitel 2

Finite Volumen

In diesemKapitel werdenzurachstdie Notationeneingefihrt. Dannwerdenallgemei-
ne EigenschaftemyperbolischebDifferentialgleichungebesprochemindschliefilichdie
FinitenVolumenVerfahrenzur numerischem.osungheigeleitet.

2.1 Notationen

DEFINITION 2.1.1 (unstrukturier tes Gitter)
(2D) Seieink-Polygonein abgestlossenesonvexesPolygonmit £ Knoten.Die Menge

T:={T; | T; isteink-Polygonfur i€ I CIN},

(wobeil C IN einelndexmeng ist) wird unstrukturiertesGitter vonQ2 ¢ IR? genannt,
falls die folgenderEigenstaftenerfullt sind:

) a=Uz,

iel

2) Furzweiverschiedene T;, T} gilt entweder
T; NT; = () oder

T; N T; = eingemeinsameKnotenvon;, T; oder

T; NT; = einegemeinsam&antevonT;, T;.

BEMERKUNG 2.1.2 In 3D erweitertsich Eigensdaft 2 von Definition2.1.1um

T; NT; = einegemeinsamé&lachevonT;, T; .
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Ein Gitter (wir sprecherauchvon Triangulierung ), dasDefinition 2.1.1 erfullt, heif3t
auchkonformeoderzulassigeTriangulierung Wennim folgendenein KnotendieseDe-
finition verletzt,sosprechemvir von einemnichtkonformen(oderauchhangendeniKno-
ten.Die Abbildung2.1 zeigteinennichtkonformenKnoten.

nichtkonformerKnoten

Abbildung 2.1: Nichtk onformer Knoten

Sei T = (T;); ein unstrukturierteGitter im IR<. Im folgendenbenutzenwir folgende
Notationen:

x . in(2D): (z1, o) bzw. (z, y)
in (3D): (x1, 2, x3) bzw (2, v, 2)
die Raumariable
t . die Zeitvariable
w(x,t) 1 (wi(x,1),..., wn(x,t))
m AnzahlderKomponentermm Vektorw (x, t)

m = 1 ist derskalareFall

w . Abklrzungfur w(x, t)
f(w) = (fl(w))in(ZD)
fo(w)
fi(w)

fa(w) | in(3D)



2.1. NOTATIONEN

| T} |
Ty l=1,...,N

wp(z, 1)

die j-te Zelle vom unstrukturierterGitter.
Flache(2D) bzw. Volumen(3D) von T;.

NachbarzellewonT}.

15

AnzahlderNachbarelement@reiecle N=3, TetraedeN=4,

Rechteck N=4, HexaedeN=6)

globaleNummervon deri-tenNachbarzellg’; vonT;,

sodassly; = Ty, -

Zeit nachn Zeitschrittiterationen

Mit At® := " — "~ (kurz At) bezeichnen

wir denZeitschrittvon ™! nacht™.
ApproximationderexaktenLosungw auf; zur Zeitt".
ApproximationderexaktenLosungw aufT};, zur Zeitt"; w7,
I-te Rand-Kantg2D) bzw. Rand-Fache(3D) von T;.
Lange(2D) bzw. Flache(3D) von Sj;;.

auRereNormalezu Sj;; mit derLange| S, | .

i_(nz nil/ ’I'Lz)t.

vl — gl P50 Pyl

Mit n%, n¥, nZ, bezeichnenvir jeweils die

z—,y— bzw. z— Koordinatevonn;;.

Esqilt | nj |= 1.

Wennklar ist, welcheKantegemeintist,

schreiberwir auchn = (ny, ny, n3)*

supdiam(7;).

Bei Dreieclenist derDurchmessegleichderlangsterSeite.

wf, fallsz € T; und¢™ <t < ¢+,

n=20,1,...

_ n
= Wa(s):
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2.2 Schwache L6sung

Wennwir dasSystem(1.1)
oW + Oy f1(W) + 0y fo(W) + 0. f3(w) =0

mit einerTestfunktiond(z, y, z, t) mit ¢ € C°(IR? x Ry ) multiplizierenunddanniiber
RaumundZeit integrieren,erhaltenwir

/ [0OW + @0y f1(W) + @0y fo(W) + @0, f3(W)]|dzdydzdt = 0.
R3xRg
DurchpartielleIntegrationerhaltenwir

/ (6w + 0o (W) + By o (W) + D fo(w)]dodydzdt =
R3xRF (2.1)

—/ é(x,y,2,0)w(z,y, 2,0)dzdydz .
R3

DEFINITION 2.2.1 (schwache Lésung)
Die Funktionw (z, y, z, t) wird schwadeLdsungder Differentialgleiciunggenanntwenn
(2.1)fur alle Funktionenp € C°(IR? x IRy) erfullt ist.

2.3 Generelle Eigenschaften hyperbolisc her
Diff erentialgleic hung en

In diesemAbschnittwerdenallgemeineEigenschafteriiber hyperbolischeDifferential-
gleichungererortert. Wir macherdiesfur den3D Fall. Die Reduzierungufden2D Fall
ist, wennnicht explizit anggeben pffensichtlich.

Fur die Definition hyperbolischebDifferentialgleichungeherbtigenwir zunachstolgen-
de

DEFINITION 2.3.1 (Jacobimatrix)
Die Jacobimatrixvon f;(w) bezeitbinenwir mit (0 f;(w)) oderkurz f](w).

dfin(w) Afin(w)
ow1 ot Owm,
filw) = : - :
Ow1 e Owm,

Sei
Cji(w) = (Onf(W)) = nj f1 (W) + nj, fo(W) + 15, f3(w) .
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DEFINITION 2.3.2 (Hyperbolisc he Erhaltungsgleic hung)
Sei() eineoffeneTeilmeng desIR™ undseienfi, fs, f3 : 2 — IR™ hinreichendglatte
Funktionen(mindesteng C?). DasCaudy-Problem

atw+a$f1(w) +6yf2(w) +8Zf3(w) =0 mit (ac,y,z,t) € ]R?)X]O,T[, (22)
wobeiw : IR? x R™ — Q mit denAnfangswerten
w(xaya Z,O) :W0($,y,2) in IRga (23)

wird (strikt) hyperbolist genanntwenn\ f{ (w) + ufi(w) + £ f3(w) fur alle
A péw) € Rx R x R x Q mit (paarweiseverschiedenen)eellen Eigenwerten
diagonalisierbarist.

Seien\(w) < ... < A\, (w) dieEigenwertevon (0,f(w)), | n; |= 1, mit dazugebrigen
Rechts-Eigevektorenry(w) , ..., r,(w). Da die zu |6sendeDifferentialgleichungls
hyperboliscrangenommewmurde,ist (0, f(w)) mit reellenEigenwerterdiagonalisierbar
Seidie Matrix Q(w) sodefiniert,dassdie j-te Spaltevon @ der Eigervektorr;(w) ist.

Deshalbrolgt

Q7' (W) - (Ouf(W)) - Q(w) = diag{\(w)} (2.4)
B : 0
0 0 Am (W)

Danndefinierenwir die Matrix
X(w) = Q(w) - diag{; + 3 - Sign\u(w))} - @ (). (2.5)
Deshalbhabenwir aufgrundvon (2.4) und(2.5)
X(w) - (Oaf(w)) = Q(w) - diag{max(\x(w),0)} - Q' (w) = (Ouf(w))"  (2.6)

und

(Id—x(w)) - (0u£(w)) = Q(w) - diag{min(\,(w), 0)} - Q' (w) =: (Ouf(w))™ . (2.7)
Deshalbgilt unterAusnutzungvon (2.6)und (2.7)
(Onf(w)) = (Onf(w))" + (Ouf(W)) ™. (2.8)

Fur weitereDefinitionenund Eigenschaftewon hyperbolischeifferentialgleichungen
verweiserwir aufdie Buchervon Smoller[56], LeVeque[43] undKroner[38].
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2.4 Finite Volumen Verfahren in allgemeiner Form

In diesemAbschnittleitenwir ein Finite VolumenVerfahrenzur Losungder hyperboli-
scherDifferentialgleichunguf unstrukturierterGitternfiir glattew her:
Esgilt nachintegrationvon (1.1)furalle”; € T

%/w - _ /(%fl(w) + %fz(vv) + a%fs(w)) :

Mit
1 .
w;(t) := T /W(x, t) (Mittelungvonw aufTj)
J
1;

erhaltenwir

030 = =11 [ (o) + 5 alwe) + 3L ).

T;

Nachdemintegralsatavon Gausgilt

0 1
G = = 3 [(RAM) A £ nih(). @9
T =1 $i

Nunwollenwir dasRandintgralin Abhangigleit derWertein denNachbarzellemppro-
ximieren.Dazubenutzerwir die

DEFINITION 2.4.1 (numerisc he Flussfunktion)

Seif € C*(R™). EineFunktiong;; € C%'(IR™ x IR™) heisstnumerisbe Flussfunktion,
wennsiefolgendeBedingungnerfillt:

1) Lipsc hitz-Stetigkeit: Furg;;,! = 1,..., N nehmerwir an,dassfur irgendeink > 0
undfur alle u, v, u',v" € Bg(0) gilt (dabeiist Bg(0) eineKugel mit Radiusk umo) :

| ga(u,v) — gu(u', V') [S e(R) [ Su | (|u—u'[+]v—0"]). (2.10)
2) Konsistenz:
( fi(u) )
gii(u,u) =f(u)-v;; ,wobei f(u):=1{ fo(u) | . (2.112)
f3(u)

3) Erhaltungseig enschaft: Fur 7T}, = T, undTy, = T; gelte

9i1(u,v) = —gkm (v, u) . (2.12)
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Seinung;;(u, v) eineApproximationvon [ f(u) - n.
Sjl

Insgesamyilt also

a N

Nun wollen wir die Zeitableitungdurch elnengeelgneterAusdruckapproximierenFUr
eineglatte Funktionw liefert die Taylorentwicklungvon w(t"*!) = w(t" + At) durch

w(t")

w(t™th) = w(t") + Atgw(t) + O(A#)

ot tn
w(t”H) _ w(tn)
— = At). 2.1
= 8tw(t) " A7 + O(At) (2.13)
Somiterhalterwir als ApproximationersterOrdnung
0
" = w(t™) + At—w :
(™) & w(t") + At w(b)|
Im diskretenFall schreiberwir
wntl — qm
ow;i(t) = L—2L + O(AY). (2.14)

Damitemgibt sich

DEFINITION 2.4.2 (Explizites Finite Volumen Verfahren erster Ordnung)

Fur gegebeneAnfangswertes, € L*(IR?) seiw} definiertdurch dasfolgendenumeri-
sche Sthema:

1
T gy

i)

wo(x)dx

n+1
W j ‘ T ‘ Zgﬂl

DEFINITION 2.4.3 (CFL-Bedingung)
Die Zeitsarittweitewird kontrolliert durch die Courant-Fiedrichs-Levy-BedingungCFL)
[19], [43]

t . .
—~SUPs | f'(s) |< & fur s im Wertebeeich der Losung (2.15)

mitk < 1.k nennerwir aud die CFL-Zahl.
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2.5 Verfahren hoherer Ordnung in der Zeit

In Gleichung(2.14)undsomitauchin Definition 2.4.2wurdeeine Approximationerster
Ordnungbenutztundwir habemachEinsetzerderdiskreterWerte

u"t =" — ALG(u™)

erhalten.Dabeiist G(u) einediskreteApproximationdesDivergenzoperatorausGlei-
chung(1.1).Mit Hilfe vonRunge-Kutta-\erfahrenstesmoglich,Zeitintegrationerhoher
er Ordnungzu entwickeln. In [55] werdendiesehegeleitet.Im Wesentlicherstecktnur
TaylorentwicklungundKoeffizientervergleichdahinter

Eine ApproximationzweiterOrdnungerhalt mandurchdasfolgendeVerfahren:

umte =yt — ALG(um)

n n n+i n+i (216)
umt = Zum + Zumte — ZALG(u2).
Eine Approximationdritter Ordnungerhalt mandurchdasfolgendeVerfahren:

uta =yt — AtG(u")
3 1 1

s = yiaiins ZUH% - ZAtG(u’”%) (2.17)
1 2 2 :

un+1 — gun + gunJr% _ gAtG(un+§)

Somitemibt sich

DEFINITION 2.5.1 (Explizites Finite Volumen Verfahren erster Ordnung im
Ort und zweiter Ordnung in der Zeit)

Fur gegebeneAnfangswertev, € L>(IR?) seiw] definiertdurch dasfolgendenumeri-
sche Sthema:

N
+1 Atn
wp = = e ) galwf, w)
[T | =
1 1 a1 A8 E PR
+1 n+ n+: N+
wi §wyn+ 2% T 9] T; | Zgﬂ(wa’ wy )

und
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DEFINITION 2.5.2 (Explizites Finite Volumen Verfahren erster Ordnung im
Ort und dritter Ordnung in der Zeit)

Fur gegebeneAnfangswertey, € L*(IR?) seiw] definiertdurch dasfolgendenumeri-
stheShema:

N
n—l—l Atn
wj = wy = T Zgﬂ(w]",wﬂ)
‘ J | =1
N
n+2 3 1 n+l 1 At ntl n+1
wi = gt 41Ty | ;gﬂ(wa Wy *)
N
1 2 n+x 2 A" n+2 nt2
+1
wy _gw?+§w3 3_§|TJ\ gin(w; *w;,"?)
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Kapitel 3

Spezielle numerisc he
Flussfunktionen

In diesenmKapitelwerdenzunachstnumerisché-lussfunktioneritr skalareProblemegie

zur Berechnunglesnumerischeransportdei der VisualisierungsmethodgieheKa-

pitel 8) benutztwerden yorgestellt. Weiterhinwird einspezielleshyperbolischeSystem,
die EulerGleichungerder Gasdynamikyorgestellt.Fur diesewerdenebenélls numeri-
scheFlussfunktionermangegeben.

3.1 Numerisc he Flussfunktionen flr skalare
Gleichung en

Hier seiendiein dieserArbeit verwendetemumerischeflussfunktioneffitr skalarePro-
blemeerwahnt:
Der ersteverwendetenumerischd-lussist dasVerfahrenvon Lax-Friedric hs [38]:

1 1
951" (wj, wy) =| Sy | o (gt (ws) + ngf (we) — )\_l(wjl —wj)] .
]

Die Konstanteerfullt die folgendeBedingung
Aji = A > €> 0, Asup, (nf'(u)) < 1.

Die ZeitschrittweitedesnumerischeNerfahrenwird durchdie CFL-Bedingungegrenzt:

mit x < 1.
Derzweiteverwendet@umerisché-lussistdasVerfahrenvon Engquist-Osher [24],[38]:
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Sei

cii(u) == njf(u)

und

u

c;rl(u) = ¢;(0) + /Ou maxcj(s),0)ds , cj;(u) := / min(cjy(s), 0)ds .

0

Dannist derEngquist-OsheFlussfolgendermaliedefiniert:

951° (wy, win) =| S | [efy(w;) + 5 (wy)].

Die ZeitschrittweitedesnumerischeNerfahrenwird durchdie CFL-Bedingungegrenzt:

At &
sug-|Tj| > max(| S | njf' (w;),0) < &
=1

mits < 1.

3.2 Euler-Gleichungen
Wir wollenin aller Kuirzedie EulerGleichungemmotivieren.Die in diesemund spateren
KapitelnvorkommenderBezeichnesindin Tabelle3.1anggeben.
Zunachstbetrachtemwir die Massenerhaltung

Owp + div (p@l) = Oyp + Oy (pur) + Oy(pus) + 0,(pus) = 0.
Die drei Gleichungerfur die Impulserhaltungn 3D sind

at(pul) + (9;5(,0U% + p) + 3y(PU1U2) + 8z(l)u1u3) = Oa

Oi(pus) + Oz (pusur) + 8y (pu3 + p) + 0, (puauz) = 0
und

0s(pus) + Oz (puzur) + 8y (puzus) + 8, (puj +p) = 0
Die Gleichungfur die Enegieerhaltundautet

oe + 0z (u1(p+e)) + Oy(uz(p+e)) + 0. (us(p+e)) =0.



3.2. EULER-GLEICHUNGEN

P Dichte

Uy Geschwindigkit in x-Richtung
Us Geschwindigkitin y-Richtung
U3 Geschwindigkitin z-Richtung
i = (u1,us,u3z)t | Geschwindigkitswektor

D Druck

o= puy X-lImpuls

T = pus y-Impuls

w = pu3 z-lmpuls

e Enepgiedichte

c Schallgeschwindigit

m Machzahl

H Enthalpie

y adiabatisch&onstante

Tabelle 3.1: Bezeichner der Euler-Gleic hung en.

25

Diesefunf partiellenDifferentialgleichungeheil3erEulerGleichungerderGasdynamik.
Die sechstésleichungist die Zustandsgleichungndlautet

b= p(ﬂa U17u2,u3,€)-

Wenndiesefunf Gleichungerauftreten sprichtmanvom nicht-isentropischerall, den

wir in dieserArbeit betrachten.

In Vektorschreibweiskeil3tdiesalsoin Verbindungmit (1.1)

pu1
puU2 )
pus

o § 3 9
I
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puL pu2 pu3
pui +p PU2U puUzUL
filw) = Ptz Jo(w)=| pui+p | fa(w)= puzUs
pULU3 PuzU3 pu3 +p
(e +p)us (e +p)us (e +p)us

Die Zustandsgleichuntjir einidealespolytropesGaslautet

p=(r=1) (- Sl +ui+ud)) .
Dabeiist v eineKonstantefur die2 > v > 1 gilt. Bei allenfolgendenBeispielenist die
Konstantey = 1.4 gewahlt. DiesentsprichdemWertfir ein 2-atomige<sas.Da Luft im
WesentlicherausStickstof (V) und Sauerstdf(O,) bestehtgilt dieserWert alsoauch
fur Luft.
Die weiterenauftretendeirrol3ensinddie Schallgeschwindighit

P
p

die Enthalpie

unddie Machzahl
Vu? + ul + ui

Cc

m =

EineaustihrlicheErlauterunglerEulerGleichungemit denphysikalischeidintergrinden
kannmanz.B.im Buchvon LeVeque[43] nachlesenDie Variablenp, o, 7, w, e heissen
die konsenativen Variablen.Die Variablenp, u1, us, us, p heisserdie primitiven Varia-
blen.

Jacobimatrix, Eigenwerte und Eigenvektoren

Die Jacobimatrizenler EulerGleichungerautenfolgendermal3en:
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\ enil
(1—-4)
0

0

\ 0

enk

(T1—4)

Ink

(n+ In+ ng)Sr — L Emin(r — L)— enin(p —L)—

(k) (1- )= (- A)-
In 0 en,
0 n en
1 0 0

enin(p —L)— (Sn+ln+ msmv% — mb enin(] — L)—

n 0 en
fn(1 — 4)— n(L —¢) (1 —4)-
0 n en
0 I 0

enin(y — )= fnin(1 - L= (In+ G0+ Ing) iz — 94

In 0 en,
0 In n

(- n(1- k)= in(L - ¢)
0 0 I

(¢n 4 n + In)en(T — L) + Jent— \
Enin—
(fn+in)eor + e

inin—

(En + Zn + In)n(1 — L) 4+ Sink— \
Enin—
inlin—

(& + )t + g

0 /

= (m)&fe

= (m)%pe

= (m)Ye
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Die Eigenwertader EulerGleichungerauten

A (w,n) = (n1uy + noug + ngug) — ¢, (3.1
A2(w,n) = A3(w,n) = Ay(w,n) = (niuy + ngug + naus) , (3.2)
As(w,n) = (n1ur + noug + ngus) + c. (3.3)

Die Rechtseigerektorendie die Spaltervon () bilden,lauten

e
V2e
(ur/e—mng
(ug/c — noy
(us/c —ns
iruitul

P (_ _ _ Yy Uy T3 _c
L5 (—niun — nauy — nauy + =52 4 25

ri(w,n) =

SRS

S ~— ~— ~—

ni
niuq
ro(w,n) = niup + n3p
niuz — Nap
1 2 2 2 n3us—naus
ana(ug + uj + ug) + P
ny
NaU; — N3P
r3(w,n) = Nl
NalUz + N1 p
1 2 2 2 —nau1+niug
gne(uf +uz + u3) + - 5
ns
N3t + Nap
ro(w,n) = N3y — N1 P
n3us

1 2 2 2 n2U1 —N1U2
5”3(”1 + ’U:Q + U/3) + p

Vae
Z(ur/c+ny)
rs(wW,n) = Z(ua/c+mny)
L5 (us/c+ns)

2,202
p uitus+us c
ﬁ(nlul + noug + N3usz + % + 7_1)

Die Linkseigewektorendie die Zeilenvon Q' bilden,lauten



3.3. ROTATIONSINVARIANZ DER EULER-GLEICHUNGEN

+ —n3uz+nauz "1(’7—1)(1‘%4‘“%"'“%)
ni p 2¢2

n3u1—nNiu3 __ 77‘2('7*1)(“%4'“%"'“%)
N2 + P 2¢2
N2 + —n2uitniuz __ "3(7*1)(1‘%‘1‘“%"‘“%)
li(w,n) = 3 P 22 ,

(=D (2 tud+ud)

—N1U1—N2U2—N3uU3+ 5

V2
K niuy +n2u2+n3U3+%j"2+"3)
V2

—ns y—1
- T el

-1
% + n3uy 762
(v— l)ul !

lo(w,n) =

ny—

\ ’fl
11
/ o84 71132

ﬁ
_ (= 1)u1

/
\

—ni
P) +n3u2 2

ls(w,n) =
(v=1) g
ny—=1v2
V2
_(y—1)us
C

\ T

—n2 y=1
( , T U3

—1
% + ToUs 7—02
—1
n3us 702
(y=Duy !

l4(W, TL) = na—

ls(w,n)=| —a=—

3.3 Rotationsin varianz der Euler-Gleic hung en

2D:.
In Gleichung(2.9)ist daslintegral
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/(nlfl (W) + nafa(w))

Sj

auszuwertenUm die Rechnungzu vereinfichen kann mandie Rotationsivarianzder
EulerGleichungerausnutzenEsgilt

Hw)ni + fo(w)ng = T7(71) - fi(T (/)W)

mit
1 0 0 0
N 0 1, To 0
T(n) N 0 —TNgo Nq 0
0 0 0 1

Hier seibemerktdassi = (n, ny) = (coqa), sin(«)).
Dabeiist o derWinkel zwischenz; undderNormalens (sieheAbb. 3.1).

n

-
X 1
Abbildung 3.1: Ausnutzen der Rotationsin varianz der Euler-Gleichung en

3D:
In Gleichung(2.9)ist dasIntegral

/(nlfl(w) + ngfo(w) + 13 f3(w))

Sjl
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auszuwertenlm die Rechnungeu vereinfachenkannmanwiederumdie Rotationsina-
rianzderEulerGleichungerausnutzenEsgilt

fw)ni + fo(w)na + fa(wng = T7(71) - fi(T(7)w)

mit
1 0 0 0 0
0 coqa)coqs3) sin(a)cog3) sin(F) 0
Tm)y=1 0 —sin(«) coq«) 0 0
0 —coda)sin(f) —sin(a)sin(g) cogs3) 0
0 0 0 0 1

Hier seibemerktdass(n;, ns, n3) = (coga)coq3), sin(a)cog 3), sin(3)).

Esgilt in 2D und3D natirlich det(T) = 1 undT~(a, 8) = T(«, B3).

DerBeweisfolgt durcheinfache€insetzerundNachrechnerSokdnnendie mehrdimen-
sionalenEulerGleichungerzu einemeindimensionaler®ystemtransformiertverden.

3.4 Numerisc he Flussfunktionen flr Systeme

Hier seiendie in dieserArbeit verwendetemumerischerFlussfunktionererwahnt. Fur
die HerleitungderVerfahrensieheKroner[38].
Lax-Friedric hs [38]:
1
951" (wj, wi) =| Sy | 5 (mf (w;) + ngf (wie) — ju(wi = wy)]-
Dabeiist o;; sodefiniert,dass
OO>5ZQJ'[ Z)‘ma:c-

Hierist \,,,., derbetragsraRiggroRteEigenwertderJacobimatrixdf (w)) in derUmge-
bungeinerKantes);.
Steger-Warming [61],[38]:
g5 (wy, wir) =| Sjy | [CF (w))w; + Cf (wi)wyy] .
Vijayasundaram [69],[38]:

’(Uj + wjl
2

wj + wjl

g3 (wy, wyr) =| St | [C;i( Jwj + Oy (=——")wz] .

Osher-Solomon [4],[58],[59]:

95° (wj, wir) = Sy | (T_l(”jl) 'gﬁs*(T(”jl)wjaT("jl)wjl))
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mit
o5 (g w) i= fiwy) + [ (0f:(w)"dw. (3.4)
Tt
Dabeiverbindetein bestimmteiPfadI'* die Punktew,; undw;; in eindeutigeMVeise.Die

Definition undHerleitungdesVerfahrenkannmanin [4] nachlesen.
Der Zeitschrittwird aufgrundder CFL-BedingunglurchfolgendeBeziehundkontrolliert:

T.
At”::/ﬁ-min{ 7 }7
mery || max max | Ag(wj; ng) | - max | Sp |

(3.5)

=Lyeey =4

wobeix < 1 die CFL-Zahlist.

3.5 Implementierung von Randbedingung en

In diesemAbschnittsollendie verschiedeneRandbedingungebehandeliverden.Das
Gebietsei(2. DenRandvon 2 bezeichnenvir mit 0X2. Im InnerendesGebietesvird der
numerische-lusszwischendemElementZ’; unddemElementT;; wie obenbeschrieben
mit derFlussfunktiony;;(w;, w;;) ausgavertet.Dabeisindw; = (p;, o;, 74, @;, e;)* kon-
StantanTjj Undwﬂ = (pﬂ, Oty Tjt; Wi, €jl)T konstananT}'l. Wenngilt T} Nos2 75 ¢ und
T; N 052 mehralseinenPunktumfasst soist dieseKantevonT); eineRandkante.

Die verschiedeneRandbedingungelauten:

e EinflussbedingungZu jedemT; mit T; N 9 # 0 nehmeeineZeIIeTj zumGebiet
hinzu,die aul3erhallilesGebietediegt undeinegemeinsam&antemit derZelle 7,
hat. DieseKanteist Sj;. DieseZelle bezeichnemwir auchals Ghostzelleln dieser
Zelle geltenzur Zeit ¢ die Werte

Wein (t) = (pein (t)a Oein (t)a Tein (t)a Wein (t)a €ein (t))T -

DannwertetmandennumerischeflussiiberdieseEinflusskantenit derFlussfunk-
tion g;i(w;, wein(t)) aus.Bei unsererBeispielengeltenin der Ghostzellefur alle
Zeitent dieselberfestenWertew,i, = (Pein, Tein, Teins Dein, €ein) -

e Ausflussbedingungvlan nehmewie obenwieder zu T; eine GhostzelleT; zum
Gebiethinzu. Definierewg,(t) := w;(t). Dannlautetder Flussg;;(w;, waus) =
Vi - f(w])

¢ Reflektionsbedingundvlan nehmewiedereineGhostzellezumGebiethinzu.Man
berechnetn Abhangigleit der aul3ererNormalendie ausden Geschwindigkits-
komponentemesultierendé&eschwindigkit bzw. Impuls?d; = n; - 0; + ng - 7; +
ns - w;. Darausegebensichin derGhostzelledie Werte

Wref = (pj,aj—Q-ﬁj-nl,Tj—2-19j-ng,wj—2-19j-n3,ej)T
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Wennfir eineRandfichex = const gilt, soreduziertsichdieszu

Wref = (pja =05, Tj, Wy, ej)T
Wennfur eineRandfchey = const gilt, soreduziertsichdieszu
— T
Wref = (pj; 05, —Tj, @), €5)" -
Wennfir eineRandfichez = const gilt, soreduziertsichdieszu
T
Wres = (pj> 0, T, —;, €5)" -
DannlautetderFlussg;;(w;, wref).

e UndurchhssigeWand: Fur denFlussiiberdie Randkantéhat mandie Bedingung
7i- % = nyuy +ngus + nzuz = 0. Dadurchwird eineundurchéssigéNMandsimuliert.
Hier wertetmandenFlusssofortaus.Seinun S;; = T; N 0. Dannberechnesich
derFlussfolgendermalen:

0 0
ny-p ny-p
/(nl-f1+n2-f2+ns-fs)d8=/ ns-p | ds=Su| | ne-p
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Kapitel 4

Discontin uous Galerkin Verfahren

Der Inhalt diesesKapitelsist die Herleitung,Motivation und Anwendungder Disconti-
nuousGalerkinVerfahren.Dain diesemKapitel die verschiedensteimtegrationsformeln
auf den verschiedensteklementengebrauchtwerden,sollen diesezurachstin einem
Unterkapitelgesammeltverden,damitmandeneigentlichenTeil ohnejeweilige Unter
brechundesenkann.

4.1 Integrationsf ormeln

Zunachstbezeichnemvir mit
P* .= {p(z) | p(x) ist Polynommit Grad < k}

denRaumderPolynomevom Grad< k.

Spaterwerdenwir BasisfunktioneenutzenDazubietensichaufintervallendie Legendre-
Polynomean.Diesesindbeziglich desIntervalls [-1; 1] orthogonalsieheStoer[62]).

Die Beziehundur die LegendrePolynomedautet

1 d"

2 n
= —1 =0,1,2,....
i dgn (&~ DY) n=0,1,2,

P, ()

P, (z) ist ein Polynomn-ten Gradesund hat genaun einfacheNullstellenim Intervall
-l1<z <1



36 KAPITEL 4. DISCONTINUOUS GALERKIN VERFAHREN

Die erstenLegendrePolynomdauten:

Py(z)=1

Pi(z)=z

Py(z) = 2% — 3

Py(z) = 2% — %x

Py(z)=a*— S22+ 2

Pi(z) =a° - RQa® + 2a

Py(z) = 2% — 822 + 122? — 2
Pr(z) = 2" — Ba® 4+ 3243 — B,
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Die Nullstellenz; derLegendre-Polynomsindgeradalie Stitzstellender
Gauss-Quadraturgeln.Fur Polynomep(z) € P* gilt:

1

/_1 p(z) = szp(xz) fur Polynomep(z) € pk

exaktfur p(r) € P* Integrationspunkte; Gewichtew;
k =1, Nullstellevon P,(z) | z; =0.0 w; =2.0
k = 3, Nullstellenvon Py(x) | 21 = —ig ~ —0.5773502691896 | w; = 1.0
Ty = +—= ~ +0.5773502691896 | wy = 1.0
k =5, Nullstellenvon Py(z) | z; = —\/§ ~ —0.7745966692415 | w; = 2
2y = 0.0 wy =3
25 = +/3 ~ +0.7745966692415 | w; = 3

k =7, Nullstellenvon P, (z)

1 ~ —0.8611363115941
T9 ~ —0.3399810436849
z3 ~ +0.3399810436849
+0.8611363115941

2

Q

T4

w1 ~ 0.3478548451
wy ~ 0.6521451549
w3 ~ 0.6521451549
wy ~ 0.3478548451

k =9, Nullstellenvon Ps(x)

x1 ~ —0.906179845938664
x9 ~ —0.538469310105683
z3 = 0.0

x4 & +0.538469310105683
x5 ~ +0.906179845938664

w; ~ 0.2369268851
wo A2 0.4786286705
w3 ~ (.56888388889
wy ~ 0.4786286705
ws A 0.2369268851
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k = 11 ,Nullstellenvon Py(x) | 1 ~ —0.9324695142 | w; =~ 0.1713244924
Ty~ —0.6612093847 | we =~ 0.3607615730
3 ~ —0.2386191861 | w3 ~ 0.4679139346
T4 ~ 40.2386191861 | wy ~ 0.4679139346
5 ~ +0.6612093847 | ws ~ 0.3607615730
Te ~ +0.9324695142 | wg ~ 0.1713244924
k = 13 ,Nullstellenvon P;(x) | z; ~ —0.9491079123 | w;y & 0.1294849662
Ty ~2 —0.7415311856 | we =~ 0.2797053915
x3 &~ —0.4058451514 | ws & 0.3818300505
x4 = 0.0 wq A2 0.4179591837
5 ~ +0.4058451514 | ws ~ 0.3818300505

e /& +0.7415311856 | wg ~ 0.2797053915
7 =~ +0.9491079123 | w7 ~ 0.1294849662

Tabelle 4.1: Integrationsf ormeln auf Intervallen. f_llp(:l;)d:v =Y, wip(z;) fur Polyno-
me p € P*.
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Auf Dreieclenin 2D verwenderwir folgendelntegrationsformeln:

exaktfur p(z,y) € P* | Integrationspunkte Gewichtew;
baryzentrisch&oordinaten;

k=2 M=00,X =3 =3 wr =3
M=3,2=00X=; wy =3
M=2,2=1,2=00 w3 = 3

k=4 M=o =08 =0 Wy =H
M=Bl=a) =0 We = U
AM=0 =0\=« w3y =
M=% =0A3=190 w4:%—,u
A =0, =7A3=190 w5:%—,u
AM =0 =0A3=7 w6—%—,u
mit mit
o~ 0.8168475729804585 u = 0.1099517436553219
f=31-a)
v~ (0.1081030181680702
d=3(1-9)

Tabelle 4.2: Integrationsf
Polynome p € P*.

ormeln auf Dreiecken. [,.p(z,y)dzdy =| T | >, wip(A) fur
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Auf demQuadrat—1;1]? in 2D verwenderwir folgendelntegrationsformelnFir Poly-
nomep(z,y) € P* gilt:

1 1
/ / p(z,y) =Y wip(z;,y;) fur Polynomep(z, y) € P*.
—1J-1 ;

exaktfur p(z,y) € P* | Integrationspunkte;, y; | Gewichtew;

k=1 z1 =00,y =0.0 w1 = 4.0
k=3 xlz—%,ylz—% w; = 1.0
$2:—%,y2:+% we = 1.0
TBy=tgs =g | wi=10

:+\/—ay4 +\/— CL)4:].O

__ 25
(,()1—8—1

oY

k=5 T = — g,ylz—

$2:—\/§,y2:00 w2:§—(1)

= — 5;:‘]3 +\/7 w3:§_?

40

g4 =0.0,ys = Wi =g
x5:0.0,y5:0.0 ws = %
a:G:O.O,y6:—|-\/g wﬁzg—?
7=y =2 |w =2

=+ 2,98200 C(,)Szg—?

L8
_ 3 . _ 3 _ 2
Tyg =+ 5,99—+\/g Wy = g7

Tabelle 4.3: Integrationsf ormeln auf Quadraten. fil fflp(x,y)dxdy = >, wip(zi, vi)
fiir Polynome p € P*.
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Auf Tetraedernn 3D verwenderwir folgendelntegrationsformeln:

exaktfur p(z,y, z) € P* | Integrationspunkte Gewichtew;
baryzentrisch&oordinaten\;
k=2 AM=a,o=0=0, =0|w=
M=0, =0, 3=0,=0|wy=
AM=p, a=0FM=a, =0 |ws=
M=0, =0 =0, M=a|ws=

mit

[ L N [ N [ N L

543v5 ~ 058541020

o =
B = 9Y% ~(.13819660

Tabelle 4.4: Integrationsf ormeln auf Tetraedern. [, p(z,y,z)dzdydz =| T | 3, wip(N)
fiir Polynome p € P*.
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Auf demHexaedef{—1;1]® in 3D verwenderwir folgendelntegrationsformelnFur Po-
lynomep(x,y, z) € P* gilt:

1 1 1
/ / / p(z,y,2) = wip(z;, yi, ) fur Polynomep(, y, z) € P* .
—1J-1J-1 :

1

Tabelle4.5: Integrationsformelrauf Hexaedern.

Integrationsformelrauf Hexaedern
exaktfur p(z, y, z) € P* | Integrationspunkte;, v;, 2; Gewichtew;
k=1 1 =00,y =0.0,2, =0.0 w; = 8.0
k=2 gclz¢%f5,y1:0.o,zl:L3 wi = 2.0
3:2:O.O,y2:\/%,22:—% w; =2.0
$3_—\/%,y3:0.0,23:% w; = 2.0
3:4:O.O,y4:—\/%,z4:—% w; = 2.0
k=3 = =g, n=—gp | w1 =10
$2:—L3,y2=+%,22=—% we = 1.0
x;;z—l—%,y;;z—%,z;;z—% ws =1.0
Ty=4 =+ u=— wy = 1.0
$5——L3,y5——i3,z5:+i3 ws = 1.0
$6=—L3,y6:+i3,26:+i3 ws = 1.0
Tr=4g = =+ wr = 1.0
Ty=+ g Ys =tz .=t wg = 1.0
k=5 1= — %aylz—\/g,le:— % wlz%
Tog = — %,yQZO.O,ZQZ_ % wgz%
T3 = — %,y3=+\/g,23=— 2 | ws= 1oy
T4 =0.0,y4 = — g,z4:— % w;;z%
5 =0.0,y5 = 0.0, 25 = — % %z%
FortsetzunguifchstesSeite
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Fortsetzung/on vorherigerSeite

exaktfur p(z,y, z) € P* Integrationspunkte:,-,yi,zi Gewichtew;
xg = 0.0,y = + y 26 = f wﬁ:%
$8:+\/§’y8:0'0128:_ % Ws = 729
Tg =+ %,?Jg:“‘ %’29: \/g w9=%
zo=—y/S 0= —1/2, 510 =00 | wio =28
==Ly =00,20=00 | wn =12
Ty = — 5'y12_+ 5,,212—00 w12:%
:1:13:O.O,y13=—\/§.213=0-0 w13:%
14 = 0.0, 414 = 0.0, 214 = 0.0 w14:%
x15 = 0.0, y15=+\/§’zl5:0'0 w15=%
x16—+f,y16——\/g'216_00 wmz%
z17=+\/;'y17=0-0’zl7:0'0 w17=%
x13=+\/§,y18=+\/§’218_00 w13=%
Ti9 = — g,ym: \/;1319_+f w19=%
$20=—\/§ay20 0.0, 220—+\/; WQOZ%
Tor = —y/ 2y = + %’Z21:+\/§ w1 = 739
x22:0.0,y22:—\/§.222:+\/§ war = 74
:1:2320.0,7423:0-0,223:4'\/% was = T3
Tog = 0.0, Y24 = +\/§; R4 = +\/7 W24 = %
Tos = + %,y%:—\/;,z%—%—\/» w25:%
1‘26:+\/;ay26—00 Z26—+[ Wa6 = 79
Tor = + g,y27:+ 5’227:"'\/; w27=%

43
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Abbildung 4.1: Quadraturpunkte: Exakt fiir Polynome p € P? auf Dreiecken.

Abbildung 4.2: Quadraturpunkte: Exakt fiir Polynome p € P* auf Dreiecken.
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In diesemAbschnittsind zum besseretVerstindnisschoneinige Notationenvorwegge-

nommen.
u(z,y,t) exakteFunktionin 2D
u(z,y,z,t) exakteFunktionin 3D
Uz Uy, Uy Uy partiellenAbleitungender

exaktenFunktionu nachx,y,z,t

up, Naherungsisungvon u
u; Freiheitsgrad

v; Basisfunktion

Mittelwertvonuy, in ZelleT

Mittelwertvonu} in ZelleT

nachn Zeitschritten

(2D, Quadrate(z, y) € K)
(K eineZelle desGebiets)

up(z,y,t) = u(t) + u®(t)gi(z) + u?(t)Y;(y)

u(t) Mittelwertvonuy, in K
u®u¥ Freiheitsgrade

¢i(),¥;(y) Basisfunktionen

Tabelle 4.6: Notationen.
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(2D, QuadrateginespezielleZelle (i, j) )

Uj,j

Mittelwertvonu, in Zelle (i, j)

(3D, Hexaedey (z,y, z) € K)

(K eineZelle desGebiets)

un(2,y, z,t) = u(t) + u”(t)di(z)
+ u?(1)Y;(y) + u()Ek(2)

u(t) Mittelwertvonuy, in K
u® u¥,u? Freiheitsgrade

¢i(2);(y) £k (2) Basisfunktionen

(3D, Hexaedereinespeziellezelle (i, j, k) )

U, j,k

Mittelwertvonuy, in Zelle (i, j, k)

(3D, HexaedeyeinespezielleZelle (i, 5, k) )

Z

2

ug ;g Freiheitsgrad:® vonuy, in Zelle (i, j, k)
(1D)
ull numerischd.dsungvon u

Im Gitterpunkt; zumZeitpunktt™

Tabelle 4.7: Notationen.
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4.3 MUSCL-Verfahren und Limitierung

Ziel desAbschnittsist die begriffliche Klarungder Begriffe MUSCL-Verfahrenund Li-
mitierung.
Betrachterwir die skalareErhaltungsgleichuno 1D

ut+f(u)w:0

mit geeigneterinfangsdatenu’ seidie konstanteApproximationderexaktenLosungu
in derZelle j zumZeitpunktt™. z; seiderMittelpunktderZelle ;.

Seiendie Werteu? , , u}, u},, , uj,, ZumZeitpunkt" gegeben.

DasGitter seiaquidistantd.h. Az; = z;1 — z; = const. At" :=t,,, — t, bezeichnet
die Zeitschrittweite.

In Definition 2.4.2 hattenwir ein explizites Finite Volumen VerfahrenersterOrdnung
definiert.Hier, fur denskalarerfall, emgibt sich

1 Tipl
0 2
L= — d
0 Az, /I 1 uo(z)dz
.

At
'U,;-L+1 = U’? AJ)J (g(u]7u]+1) g(u;;l’u?)) -
UnserZiel ist esnun,ausdenstickweisekonstantetWertenstiickweisdineareWertezu

rekonstruierenDefinierenwir dazu

ol

L
Uj_|_ _U + QS( ] 1 ]-1—1 U?)
und

1
rR _ . n n n
U]+% = U’j+1 2¢(U’]+1 U’] ) u]+2 U’j+1) .

Die Funktion¢ im allgemeinerwird Limiter genanntDie folgendespezielleFunktion

| sign(zy)min(| z1 |,| 22 |) ,fallszize >0
O(z1,22) = { 0 falls 2,2, < 0

ist dersogenannteninmod -Limiter.

Seine Aufgabeist es, bei der Rekonstruktiondas EntstehemeuerExtremazu unter
dricken. Mit densodeflnlertenZW|schenwertemL ! unduli_ kdnnenwir nundasso-
genanntMUSCL-Verfahrengin VerfahrenhohererOrdnunglm Ort definieren:

1 Ti+d
0
u; = —— uo(z)dz
! A'/I/‘.] . 1
)
== 2 (gl uf ) — gl ut ) (4.0)
j =Y ijg i+l Uj glu; 1, u;” 1)) .

WeitereLimiter, die Anwendungn mehrererRaumdimensioneanddie Erweiterungauf
Systemekannmanin Kroner[38] nachlesen.
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4.4 Herleitung der Discontin uous Galerkin
Verfahren

In diesemAbschnittbetrachtenvir ein AnfangswertproblenDiesesProblemist gegeben
durchdie hyperbolischdifferentialgleichung

Owu~+divE(u) =0,inQx(0,7), (4.2)

wobei C IRY mit
derAnfangsbedingung

u(x,0) = up(x) IN 2. (4.3)

Betrachterwir zur HerleitungdesDiscontinuousGalerkinVerfahrem: zunachstals ska-
lare Funktion.Im Abschnittiberdie Limitierung 4.8 werdenwir dannzwischenskalarer
undvektorwertigeFunktionu unterscheiden.

In einemVerfahrenersterOrdnungwird die Losungu dieserGleichungdurchstiickwei-

se konstantéNerte approximiert.Bei denverwendeten/erfahrenhdhererOrdnungwie

MUSCL [38],[26] oder ENO [38],[55] wird die Losungu dieserGleichungebenélls

durchstiickweisekonstanteNerteapproximiert Dabeiwird aberin jedemZeitschrittaus
demkonstanteniVertin einerZelle und dendazugebrigenNachbarzellerein Polynom
hoherenGradegekonstruiert DiesesPolynomwird dannnochgeeignetimitiert und mit

diesemdanndie numerischd-lussberechnundurchgeiihrt.

UnserZiel ist esu, stattwie im VerfahrenersterOrdnungdurch stiickweisekonstante
Werte,durchPolynomehtherenGradeszu approximierenWir sucherein

un(x,t) = Z u;i(t)vi(x). (4.4)

Hier seienu; die Unbekanntemindv; € L>(2) geeignetdasisfunktionenWir betrach-
tendenRaumderunstetigerFunktionen

Vh = {Uh € LOO(Q) D Up |KE V(K),VK c 771}, (45)

wobei 7, die TriangulierungdesGebietes? und V (K') dersogenanntékale Raumist.
Die Basisfunktionen; sollenausdiesemRaumV}, sein.In dieserArbeit wird alsRaum
V(K) derRaumP* = {p | p ist Polynomvom Grad< k} genommen.

Zur HerleitungdesVerfahrensmultiplizierenwir Gleichung(4.2) mit v, € V},, integrieren
ubereinTestwlumenT; € 7, undersetzemlie exakteL dsungu durchdie Approximation
up, € Vj,. Soerhaltenwir
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%/T up(x, t)vp(x)dx + Z /sz f(up(x,t)) - njwp(x)dS;,

! Sj1€1; (4.6)
—/ £(un(x,1)) - Von(x)dx = 0.
T;
Wir ersetzerie Integraledurchdie Quadraturrgelnwie folgt:
L
/ f(uh(x, t)) - nleh(X)del ~ quf(uh(xq, t)) . njlvh(xq) ‘ Sjl | ; (47)
S

J g=1

wobeix, € S;; die Integrationspunkteind w, die Gewichte der verwendeterntegrati-
onsformelrsind.

M

/T' F(un(x, 1)) - Von(x)dx ~ Y w,f(un(x,t) - Von(x,) [ T; [, (4.8)

q=1

wobeix, € T; dielntegrationspunkteindw, die Gewichtederverwendetemntegrations-
formelnsind.

Die in (4.7)und(4.8) benutzterintegrationspunkter, miissemochaufdasReferenzele-
menttransformiertwerden,um die Integrationsformelraus4.1anwenderzu konnen.
Bevor wir dasnumerischeSchemadefinierenkonnen,wollen wir folgendeDefinition
treffen.

DEFINITION 4.4.1 (L?-Projektion)
Auf einemTestvolume(T; seieinebeliebige Funktionu, gegeben Gesutt ist eineFunk-
tionu(!) € P, fur die gilt:

/ | up — V) PP= min/ |up—p|* - (4.9)
7 PPt Iy

DieseFunktionu(" istdanndie L?-Projektionin denRaumder stiickweisdinearenFunk-
tionen.

Der OperatorPy, seidie L?-Projektion
th (Uh) = oV )

wobeiu() durch(4.9) gegeberist.
Dannersetzewir denFlussf(uy(x,t)) - nj; in (4.7) durchdie numerisché-lussfunktion
() (x,1),ul (%, 1)) underhalterfolgendesSchema:
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un(%,0) = Py, (uo(x)) ,

d
—/ up(x, t)vg (x)dx + Z | Sji | qugﬂ ul (Xq, 1), 1l (xq,t))vh(xq)
T;

dt arer o
— | 75 | Zw un(Xg, 1)) - Vup(Xy) = 0, Vo, € Vi, VT, € Ty, (4.10)

Dabeiseienx, IntegratlonspunkteierverwendeterhntegrationsformehufdemRandei-
nesElementesDie %, seienintegrationspunkteler verwendetenntegrationsformeluf

demElement.
Wir definieremunfir v, € Vj,

Li(un,vi) i=— > [ S| Y wagn(ud(xg, 1), uf) (Xg, 1)) 0i(,)

SjleaTj g=1
M
+ | Ty | quf(uh(fcq,t)) - Vui(R,) - (4.11)

Sokonnenwir Gleichung(4.10)schreiberals

— | up(x, )vi(x)dz = Lj(up, v;) - (4.12)
dt Jr,

Seienvy, ..., v, die BasisfunktionerdesRaumes/,. Dannmussem Gleichungen/om
Typ (4.12)betrachtetverden Die numerisché.dsungvon (4.10)ist gegebendurch

up(x, 1) = w1 (t)v1(x) + ug(t)ve(x) + . .. + up (B)vp(X) = wrv1 + Ugve + .. . + UpVy, -

Wir erhalten

/ 8t(u1v1v1 + U2V 4+ ...+ unvnvl) = ij (Uh, Ul)
T

J

Op (U010 + UgVoVs + . .. + UyURVe) = Lji(up,v
. (U112 2U2V3 2) (U, v2) (4.13)

/ Oy (U101V,, + UV + .. + UgUpYy) = ZNLj(uh, Un) -

Definiererwir nundie Matrix M; auffolgendeWeise:

fT] IU% fT] Vo1 ... ij VUpU1
Mj — ij V1V2 fT] Ug .. ij Vp Vo

fTJ V1Up, fT] VU .. fTJ U%
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Somiterhalternwir

Oyuq éj(um v1)
i, Oyuz _ L, (uh, Vg)
8tun f/j (uh, ’Un)

Man sieht,dassmanfur jedesElementdie Matrix M; zuinvertierenhat,um diesesGlei-
chungssysterauldsenDie Matrix M; wird alsMassenmatribezeichnetWennmannun
orthogonaleBasisfunktionerverwendetd.h. esgilt

/ oi(x)us(x) = 0 Vi  k VT, € Tr (4.14)
T;
dannist die Matrix Mj eineDiagonalmatrixsodassnurnochjedeZeile desGleichungs-

systemslurchdasDiagonalelemengeteiltwerdenmuss.
Zunachstwollen wir zumbessereWerstindnisweitereDefinitionenmachen.

DEFINITION 4.4.2 (Total Variation in 1D)
Fur f : [a,b] — IR definieenwir dietotale Variation von f durch

n—1
TVin(f) == sup Z | f(@pt1) = flax) |, n €N,

a=x0<r1<...<Tn=>b k=0

Im diskretenFall definieenwir fur eineSequenz = (u;),ew vondiskretenWertenu;
TV(0) =Y w1 —uy ] .
j=0

DEFINITION 4.4.3 (Total Variation Diminishing)

Seiendie u™ durch ein \Verfahrenwie (4.1) gegeben.

Dann wird diesesVerfahren ein TVD-\erfahren (TVD = Total Variation Diminishing)
genanntwennfur alle n € IN gilt

TV (@) <TV(u") < TV (u’) < .

DEFINITION 4.4.4 (Total Variation Bounded (TVB))

WenneseineKonstanteB > 0 gibt, die nur vondenAnfangswerten® , 7V (u°) und
allen moglichenn und At, sodassnAt < T, abhangt, nennenwir ein Verfahren ein
TVB-\érfahrenin 0 < ¢ < T, falls gilt:

TV (u") < B.

Esist klar, dassein TVD-Verfahrenautomatisctauchein TVB-Verfahrenist.
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DEFINITION 4.4.5 (TVDM und TVBM)

GagebenseieineFunktionuy,(x, t) = > u,(t)v;(x). Sei
i=1

1
ﬂh::—/uh.
[T [ Jr

TV (@) < TV(@) < TV(@) < oo,

a) Gilt dann

soist das\erfahrenein TVDM-\érfahren. TVDM bedeutetdassdas\Verfahrenein TVD
\erfahrenbzgl.der Mittelwerteist.

b) Gilt dann
TV (up) < B

mit der KonstantenB aus Definition 4.4.4, so ist das \erfahren ein TVBM-\érfahren.
TVBMbedeutetdassdas\Verfahrenein TVB Verfahrenbzgl.der Mittelwerteist.

DEFINITION 4.4.6 (TVD-Limiter)
Wenn in einem Verfahren ein Limiter benutztwird und diesesVerfahren ein TV D-
Verfahrenist, sonennenwir diesernLimiter aud einenTV D-Limiter.

DEFINITION 4.4.7 (TVB-Limiter)
Wennin einemVerfahreneinLimiter benutzivird unddieses/ferfahreneinTV B-Verfahren
ist, sonennerwir dieserLimiter auch einenT'V B-Limiter.

DEFINITION 4.4.8 (TVDM-Limiter)
Wennin einemVerfahren ein Limiter benutztwird und diesesVerfahren ein TV DM -
Verfahrenist, sonennenwir diesenLimiter aud einenT’V.D M -Limiter.

DEFINITION 4.4.9 (TVBM-Limiter)
Wennin einemVerfahren ein Limiter benutztwird und diesesVerfahren ein TV BM-
Verfahrenist, sonennerwir dieserLimiter auc einenTV B M -Limiter.

Nach diesenkurzen Definitionenkdnnenwir die hohereOrdnungin der Zeit bei den

DiscontinuousGalerkinVerfahrenbetrachten.

Die hohereOrdnungin der Zeit wird durcheine TVD Runge-Kitta Zeitdiskretisierung
erreicht.Die TVD Runge-KuittaVerfahrender Ordnungzwei unddrei wurdenin Kapitel

2 definiert.
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4.5 Theoretisc he Resultate Uber Discontin uous
Galerkin Verfahren
In diesemAbschnittsollentheoretischdergebnissezu den DiscontinuousGalerkinVer-

fahrenausVeroffentlichungerzitiert werden Speziellwird die KorvergenzderVerfahren
im skalarerfall gezeigt.

Konvergenz der Discontin uous Galerkin Verfahren im skalaren
Fall

Jafre, Johnsonund Szepessyeweisenin [31] die Konvergenzder DiscontinuousGa-
lerkin Verfahrenim skalarerFall. Die Beweistechnilenlaufendabeiahnlichwie beider
Stromliniendifusionsmethodg35].

Betrachtalie Gleichung

2
urt+ Y fi(u)s, INTR? x Ry (4.15)
i=1
mit
u(-,0) = ug in IR2. (4.16)

Dabeiseiu; = % , fi : R — IR glatteFlussemit beschanktenAbleitungenf;. Weiter
habendie Anfangsdatem, € L,(IR?) kompakterirager

LEMMA 4.5.1 Nehmenwir an, dassf! € C(IR) bestiranktist unddassu, € L, (IR?)
kompaktenTrager hat. Dann korvemierendie Losungnw,; desDiscontinuousGalerkin
Verfahrenim P?-Fall (¢ > 0) starkin Lﬁf‘/’(]R2 x R;),1 < p < 2 gegendie eindeutig
Entropielosungu von(4.15),(4.16¥ur h — 0.

Beweis: SiehelJafre, Johnsornund Szepessy31].

BEMERKUNG 4.5.2 In einer Arbeit von Despes|[22] wird eine Entropieungleitiung
fur einehdhere OrdnungApproximationmittelsDiscontinuoussalerkinVerfahrenfur die
Euler-Gleichungengegeben.

Ordnung der Quadraturreg eln

Nun stellt sich die Frage,von welcherOrdnungdie verwendeterQuadraturrgeln sein
mussenum einegewisseOrdnungzu erreichenFolgenderSatz,derin einerderArbeiten
von Cockhurn und Shu[16] bewiesenwird, liefert unsdie Antwort darauf.
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Betrachterwir die gewdhnlicheDifferentialgleichung

d

i Ly, (up, ) - (4.17)

Der OperatorL; (uy) ist einediskreteApproximationvon —div f(u). DasfolgendeEr-
gebnisgibt einenEinblick in die Qualitat dieserApproximation.

LEMMA 4.5.3 Seierw: Q x (0,7) — R und f; : R — IR hinreichendglatt. Seif o
u = f(u(-,t)) € Wk2>(Q). Seiy = spur(u). Seidie Quadmturformeluberdie Kanten
exakt fur Polynomevom Grad < (2k + 1), alsop € P?**!. Seidie Quadaturformel
Uber die Elementeexakt fir Polynomevom Grad < (2k), alsop € P?. Nehmenwir
an, dassdie Familie der TriangulierungenF = {7,},., regular ist, z.B.esexistierteine
Konstanter, sodassgilt:

hr,
>0 VT €Ty VTh € F,
PT;
wobeihr, der DurchmessewonT; ist, und pr, der Durchmesseder grof3tenKugel in 7;
ist. Falls P*(T;) c V(T;) VT; € Ty, , gilt dann:
|| Ln(u, ) + divf(u) [|peo(@)< CHHF | fu) [wrrzoe(q) -

Beweis: SieheCocklurnundShu[16].

DieserSatzsagtuns,mit welchenQuadraturformelmvir jeweilsarbeitermiissenumeine
bestimmteOrdnungzu erreichen.

In Cocklurnetal.[17]werdenfolgendeTheoremeu FehlerabsditzungerbeviesenDie
folgendenSatzegeltenin 1-D im skalarenlinearenFall (f(u) = cu mit ¢ € R).

LEMMA 4.5.4 (Erste L?-Fehler Absc hatzung)
Nehmerwir an, dassdie Anfangswertefunktion, aus H*+1(0, 1) ist. Danngilt fur den
Approximationsfehler

lu — unllL20,1) < C | uo |mr+1(0,1) (Az)k+1/2

DabeihangtC nurvonk, | ¢ | unddemEndzeitpunkf” ab.
Beweis: SieheCocklurn[17].

LEMMA 4.5.5 (Zweite L?-Fehler Absc hatzung)
Nehmerwir an, dassdie Anfangswertefunktion, aus H**2(0, 1) ist. Danngilt fur den
Approximationsfehler

llu — unllz20,1) < C | g [grrey (Az)*H'.

DabeihangtC nurvonk, | ¢ | unddemEndzeitpunki” ab.
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Beweis: SieheCocklurn[17].
Wir treffenjetztfolgende

DEFINITION 4.5.6 (P* - Fall)
Wenndie exakteLosungu durch ein Polynomaus P* approximiert wird, sprechenwir
vomP* - Fall.

Zusammerdssendannmanalsosagen:
Betrachtetman den P*- Fall, d.h. die gesuchte~unktionwird durchein Polynomvom
Gradk approximiertsoist folgendeszu beachten:

¢ DieIntegrationsformefir denRandeinesElementesnussvonderOrdnung2k + 1
sein.

¢ DieIntegrationsformefir einElementmussvonderOrdnung2k sein.Unterdiesen
Annahmerwird in ([16],Theoren®.10)bewiesendasgdie formaleKonsistenzord-
nung (unter hinreichenderRegularitaitsannahmenjesRKDG Verfahrenvon der
Ordnung(k + 1) ist.
(RKDG = Runge-KittaDiscontinuougsalerkin)

e Die CFL-ZahImusskIeiner%lﬁ sein.Verlangtdie Art derRunge-KittaZeitschritt-
DiskretisierungaucheineCFL Zahl kleiner1, soist dieseZahl nochmit der CFL-
Zahl desOrteszu multiplizieren.([14],Lemma2.10) Der Beweis gilt fur denFall
k = 1,2 (secondundthird-orderFall). Fur £ > 3 ist dieseine Vermutungdie in
numerischefMestsauchsoimplementiertvurde.

4.6 Verfahren zweiter Ordnung

Wenn man sich auf Rechteck (2D) und Quader(3D) anstattauf Dreiecle, Tetraeder
und beliebigeHexaederbeschankt, kannmanals BasisfunktionerLegendre-Polynome
benutzenDamit hatmanautomatisclorthogonaleBasisfunktionerund manerhalt Dia-
gonalmatrizerals MassenmatrizerMan kannalso auf die aufwendigelnvertierungder
lokalenMassenmatrizewmerzichten.

4.6.1 Dreiecke in 2D

Fur denP! Fall benutzerwir denfolgendenAusdruckfir die Naherungsisungim Drei-
eckK:

up(x,y,t) = Z ui(t)ps(x,y) .

Dabeisinddie u;(t) die Freiheitsgradén denMittelpunktender Kanten.Die Basisfunk-
tionen ¢;(x, y) sind so gewahlt, dasssie im Mittelpunkt der Kantem; denWert 1 und
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in denanderenMittelpunktendenWert 0 haben.Wir wahlenhier die Mittelpunkte an-
stattdie EckpunkteausfolgendemGrund: Seiendie ¢;(z,y) € P!,i = 1..3 , dannsind
¢i(z,y)¢;(z,y) € P2 Fur Dreiecle gibt eseine Quadraturformeldie die Quadratur
punkteauf den Mittelpunktender Kantenhat und fir Elementeaus P? exakt ist (siehe
Tabelle4.2). Somitsind bei dieserWahl der Basisfunktionerdieseorthogonal Deshalb
ist die entstehendMassenmatrixiiagonalund hatfolgendeGestalt:

- ) 111
Mg =| K | dlag(ga 3’ g)-

Dabeiist

O wlr

111
d. — -, =) =
iag(5.503)

e}
Owim O
w= o O

Explizit werdendie drei Basisfunktionersodefiniert:

¢1(/\0 = OO, /\1 =1 /\2 %) =1.0
oMo =0.0,A = 3,00 = 1) = 0.0
¢3(Xo =0.0, A = 3,Ap = 5) = 0.0
d1(Ao =2, A1 = 0.0, s = 1) =0.0
$2(Mo = 1,01 = 0.0, o = 1) = 1.0 (4.18)
$3(Mo =3,A1 =0.0,Xo = %) = 0.0
d1(Ao =2, A1 = £, A =0.0) = 0.0
Pa(No = % A =1, =0.0) = 0.0
¢3(Mo =13, A = 3,2, =0.0) = 1.0.

Die QuadraturformeliberdenRandmussexakt seinfur Polynomep € P3. Wir nehmen
die Zweipunkt-Formel

/ llp<x> — b ) 4 p) rp € PP

ausTabelle4d.1.
Die Quadraturformeauf demElementmussexakt seinfiir Polynomep € P2. Hier wird
die Formelmit drei PunktenausTabelle4.2 benutzt.

4.6.2 Quadrate in 2D

FurdenP! Fall benutzemwir denfolgendemusdruckfiir dieNaherungsisunguy (z, v, t)
im Quadrat(oderallgemeinim achsenparalleleRechteck)|z,_ L, TigL 1] X [yj_%,yﬂ%]
(diesesverdenwir im folgenderauchmit Zelle (i, 5) bezeichnen)
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un(®,y,t) = u(t) + u*()di(x) + v’ ()15 (y) ,

wobei
Tr — X

vi(y) = 24

bi() = ij/Q )

und
Ax; = Tiptl —T; 1 Ay = Yirl =Y 1
Die Freiheitsgradsinddann
a(t), u (), u(t).
Die Basisfunktionersind

Diesesindwiederorthogonal Die Massenmatrixst diagonalundlautet

- 11
Mij = Aiﬂsz]dlCLg(l, ) —) .

33
Die QuadraturformeliberdenRandmussexakt seinfur Polynomep € P3. Wir nehmen
die Zweipunkt-Formel

1
1 1
p(z) = p(———=) +p(—=) furp e P?
[ #@)=s-)+5(52)
ausTabelle4.1.

Die Quadraturformeauf demElementmussexakt seinfir Polynomep € P2. Wir neh-
mendie fur Polynomep € P? exakteFormelausTabelle4.3.

/_11 /_llp(m’ Pdady = pl——, ~—=) + P, =) + e =) + p(%, _

3 V3 3 V3 3 V3 )

Sl

furp € P3.

Numerisc hes Verfahren

Zusammengeisstergibt sichim Falle von Rechtecknin 2D folgendesnumerische¥er-
fahrenIn derzelle (i, j) gilt

un(®,y,t) = u(t) + u*(t)di(x) + v’ ()¢5 (y) -

Um bessekenntlichzu machendassessich um die Zelle (i, j) handelt,schreiberwir
nun

(un) gy (@, 9, 1) = (@) gy (1) + (u”) i) () i () + (u¥) i) (£)25 ()
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und nennerdie Zelle (i, j) nunauchK. Die Nachbarrder Zelle K nennerwir K;. Die
gemeinsam&antevonderZelle K undeinerZelle K; nennerwir S;.

ZumdiskretenZeitpunktt = ¢t seiendie Unbekanntemegebendurch

(@) > (W) gy » (W) gy -

Danngilt
_\n+1 —\n
@y = @Gy~ _Aﬁiw - (update) )
o\t 3 z\n
(u )(i,j)2 = (u )(z',j) - Ai’ﬁyj - (updates) )
n—l—% n
W)y = @)y~ AiiAAtyj - (updatey ) )
mit
L
(update)(i,j) = > | S | Zq:l Wq

(K| Kk, ist Nachbawon k}
9((“11)7(11‘,]') (q: Yg: 1), (un)k, (Tg, Yg, "))

(updates)j) = > | St gy w
{K,|K; iIst Nachbawon x}

g((uh)?i,j) (’TQJ Yqs tn)a (Uh)?(l (‘rq, Yags tn))¢z (xq)
— | K [ 200, wof((un)f, jy (Fg Gor 1) - V()

(updatey) ) = _ > | St | ZqL:1 Wy
{K,| Kk, ist Nachbawon k}

9((“11)7(11',]') (@, Yqr 1) (un)i, (T, Y, ")) ()
- | K| Z(]I\il qu((uh)a‘,j)(iqagqatn)) -V (3,)

undweiter
— — +
(@G 5@ T 3@y — samay * (update)iy)
n+3
(uz)?;;; = %(u )(z 7) + %(U’ )(z ])2 - %AgiAAtyj ) (upda’tem)(i,j)
n++
Wil = 3G, + 30655 — 2anay, - (updatey)qg)

mit
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(update)qy = Y | S| Yot wa
(K| K, ist Nachbawon k}

wtd wely (it .
g((uh)(%]) (xqayqat 2)7(U’h)Kl (:Eqayqat 2))

L
(update;) ) = o | St D2y we
{K,| Kk, ist Nachbawon i}

9((un) 2 (T, Yo 752, (un) e ? (24 Yo £7F2)) i)
— VK| gl wof (un) s (Fg, G, £5)) - V()

L
(updatey) i) = _ > | St | Zq:l Wy
{K,| Kk, ist Nachbawon i}

9((un) 2 (s Yos 03, (tn) i (s s £F3))0 (90)
= [ K| 5200 0 ((un) 3 (T, T 1742)) - V()

4.6.3 Tetraeder in 3D

Fur denP! Fall benutzemwir denfolgenderAusdruckfiir die Naherunggisungim Tetra-
ederK:

w2,y 2,1) = Zuz )bi(w, Y, 2)

Dabeiwerdendie Freiheitsgrade;(¢) in denvier Quadraturpunktegewahlt,desserQua-
draturformelmit vier Punktenexakt fiir PolynomeausP? ist. Die Basisfunktionen
¢i(z,y, z) werdensogewahlt, dasssiein einemdervier QuadraturpunktdenWert1 an-
nehmerundin denandererQuadraturpunktef sind (sieheAbbildung4.3). Somitsind
bei dieserWahl der Basisfunktionerdieseorthogonal Deshalbist die entstehend&as-
senmatrixdiagonalundhatfolgendeGestalt:

My =| K | diag(,

N
| =
=
o | =
N—r

Die Quadraturformeliber den Rand mussexakt seinfiir Polynomep € P3. Auf der
Dreiecksrandfichenehmenwir eine Quadraturformeldie mit sechsPunktenexakt fir
Polynomep € P* ist (sieheTabelle4.2).

Die Quadraturformeauf demElementmussexakt seinfiir Polynomep € P2. Hier wird
die Formelmit vier PunkterausTabelle4.4 benutzt.
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Ao [ A1 | Ao [ A3 | 1 | P2 | @3 | O

Punktl | | 8| | | 1|0 0|0

3D (ZweiteOrdnung) Punkt2 | 8| «| B| 8] 0| 12| 0| O
Punkt3 | | 6| | 8] 0] 0| 1|0

Punkt4 | | | | | O] 0| 0| 1

mit

a = 35~ (.58541020
8= ~ 0.13819660

Abbildung 4.3: Quadraturpunkte: Exakt fiir Polynome p € P? auf Tetraedern.
In dieserTabellekannmanablesenwie die Basisfunktionenp;,i = 1,...,4 in denjeweiligen Punkten
gevahltwerdenDie ); sinddie jeweiligenbaryzentrischeKoordinaten.

4.6.4 Hexaeder in 3D
FurdenP! Fall benutzemwir denfolgendenmusdruckfiir dieNaherungsisunguy, (z, y, z, t)
im Hexaedef{z,_ LTyl 1] X [yj_%,yﬁ%] X [zk_%,zk%]:
un(2,y,2,t) = u(t) + u* () di(x) + u’ () (y) + v ()& (2),
wobei

T —

A:rZ/Q

zZ — Zk

Y—Y; _
,%( )= 77&(2)—?]6/2-

und
Azi = Tt =21 DY = Yjpt — Yy Ao = 2t — 5
Die Freiheitsgradsinddann
u(t),u”(t), u? (1), w ().

Die Basisfunktionersind
1 ) (bz(‘x) a¢j(y) ) é-k(z) .

Diesesindwiederorthogonal Die Massenmatrixst diagonalundlautet

C».')l'—‘
Wl

1
3
Die Quadraturformeliber den Rand mussexakt seinfur Polynomep € P3. Auf der

Randfdichenehmernwir eineQuadraturformeldie mit vier Punktenexakt fur Polynome
p € P3ist (sieheTabelle4.3).
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1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
[ [ e wets =i~ 0=, )0l )0~ )
furp € P3.

Die Quadraturformehuf demElementmussexakt seinfiir Polynomep € P?. Hier wird
die Formelmit vier PunktenausTabelle4.5benutzt.

1o gl
f_l f_l f_l p(z,y, z)dzdydz =

1 1 1 1 1 1 1 1) fis 2

2(p(T_5a 0,75) +p(0, 75, —75) + (=750, 5) + (0, — 75, —ﬁ)> furp e P=.

4.7 Verfahren dritter Ordnung

4.7.1 Dreiecke in 2D

Fur denP? Fall benutzerwir denfolgendenAusdruckfir die Naherunggisungim Drei-
eckK:

up(z,y,t) = Z ui(t)pi(x,y) .

Dabeiwerdendie Freiheitsgrade:;(t) in densechsQuadraturpunktegewnahlt, dessen
Quadraturformeinit sechsPunktenexakt fiir Polynomep € P* ist. Die Basisfunktionen
¢i(z,y) werdenso gevahlt, dasssie in je einemder sechsQuadraturpunkteenWert 1
undin denandererQuadraturpunktedenWert 0 annehmergsieheAbbildung4.4). Bei
dieserWahl der Basisfunktionenp;(x, y) sind dieseorthogonal Deshalbist die entste-
hendeMassenmatrixliagonalundhatfolgendeGestalt:

1 1 1

MK :‘ K | dwg(,u,,u,,u,g—u,g—,u,g—u)

Die QuadraturformeliberdenRandmussexakt seinfiir Polynomep € P5. Wir nehmen
die Dreipunkt-FormelausTabelle4.1

[ ptwte = 2it—yf 2 w0t D1+ S0y g e

Die Quadraturformebhuf den Elementenmussexakt seinfir Polynomep € P*. Hier
nehmenwir die Formelmit sechsPunktenausTabelle4.2.
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Ao | A1 [ Ag || @1 | P2 | P3| Pa| &5 | P
Punktl|| «| 6| 8210, 0| 0] 0|0
Punkt2 || 8| «| 0} 1, 0|0]0]O0
2D (VierteOrdnung) Punkt3 | 8| | a«ff O | O | 10| 0] O
Punkt4 | ~| 6| 6/ 0] 0| 0| 1]0]0
Punkt5| 6| | 6/ 0| 0] 00|20
Punkt6 | 6| 6| || 0| 0] 0| 0| 0|1
mit
a =~ 0.8168475729804585
B=3(1-0a)
v~ 0.1081030181680702
0=3(1-1)

1~ 0.1099517436553219

Abbildung 4.4: Quadraturpunkte: Exakt fiir Polynome p € P* auf Dreiecken.
In dieserTabellekannmanablesenwie die Basisfunktionenp;,i = 1,...,6 in denjeweiligen Punkten
gewahltwerdenDie A; sinddie jeweiligenbaryzentrischeKoordinaten.

4.7.2 Quadrate in 2D

FurdenP? Fall benutzemwir denfolgendemusdruckfiir die Naherungsisunguy (z, y, t)
im Quadraf(oderallgemeinim achsenparalleleRechteck)z; 1, z; 1] x [y;_1,y;,1]:

un(e,y,t) = u(t) + ()¢z( ) +u (0)9;(y) + u™ (8)¢i(z)9;(y)
+um( ) (97 (x )— 5) T ()7 () - 3),

wobei

i (y) = 22

(ﬁl(x) Ay]/2

1/2

und

Ax; =Tl — T » Ay; =Yl — Y1
Die Freiheitsgradsinddann

a(t) ,u”(t) ,u?(t), u™(t) , u™™(t) , u¥(t) .

Die Basisfunktionersind

1, ¢i(x) 1 (y) , da(); () , 97 () — 5, 3 (y) — 3
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Diesesindwiederorthogonal Die Massenmatrixst diagonalundlautet

Die QuadraturformeliberdenRandmussexakt seinfur Polynomep € P5. Wir nehmen
die Dreipunkt-FormelausTabelle4.1

/11 p(x)dxr = g[p(—\/g) -l—p(\/g)] + gp(O) furp € P°. (4.19)

Die Quadraturformehuf den Elementenmussexakt seinfiir Polynomep € P*. Wir
nehmendie Neunpunkt-BrmelausTabelle4.3, die sogarexaktist fur Polynomep € P>,

4.7.3 Hexaeder in 3D

FurdenP? Fall benutzemwir denfolgendenAusdruckfiir dieNaherungsdsunguy, (z, v, t)
im Hexaederz, 1,7;,1] % [y; 1,9;,1] % [z 1, 2,1]

u(t) + u”(t)gi(w) + u? (t)y;(y) + ()6(2)
)6i(2)0;(y) + u™ (1)1 (2)¢ (Z)+uy"(t)
#;(x) — 5) +u ()5 (y) — 3) + u () (¢

uh(£7 Y, z, t) =
+u®(t
+u”(t)(

~
/—\
??‘t\:?/-\
—~

wobei
zZ — Zk

Tiy) =T g(2) =

A:rz/Q
und

Azi=x1 =2 1L, Ay =y —y; 1, Az =201 — 2 1
Die Freiheitsgradsinddann
u(t),u®(t) ,u?(t) ,u(t) ,u™(t) ,u(t) , u?*(t) , u™(t) , u? (t) , u*(t) .
Die Basisfunktionersind

1, ¢i(@) ¥ (), €(2) , di(@) 15 (y), i(x)€k(2), 5 (y) & (2),

1 1 1

Diesesindwiederorthogonal Die Massenmatrixst diagonalundlautet

~ 1111114 4 4

Mi' - A ZA A ag(l, =, =, =, =, —, =, —, —

i = AnidyiAzdiag(l, 3, 3,5, 5.5 5 15 5 15)

Die QuadraturformeliberdenRandmussexakt seinfuir Polynomep € P° (sieheTabelle
4.3).
Die Quadraturformeauf den Elementermussexakt seinfiir Polynomep € P* (siehe
Tabelle4.5).
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4.8 Limitierung

In diesemAbschnittsoll die Limitierung bei denDiscontinuousGalerkinVerfahrenbe-
sprochemwerden DieseLimitierungist notwendigum Oszillationenn dennumerischen
VerfahrenzuvermeidenBei denMUSCL (siehe4.3)oderENO Verfahren38] wird in je-
demZeitschrittausstiickweisekonstanteWertenin jederZellein Abhangigleit derWer-
te in denNachbarzellerein Polynomvon hoheremGradapproximiert.Vor der Flussbe-
rechnungwird diesesPolynomdanngeeignetimitiert, um Oszillationenzu vermeiden.
Bei denDiscontinuousGalerkin Verfahrenwird nachjedemZeitschritteine Projektion
durchgeiihrt, um ebenélls Oszillationenzu vermeiden Siehedazudie folgendeSkizze
(4.5).

MUSCL / ENO Discontinuous
Galerkin
’ Daten zum Zeitpunkt t(n) ‘ ’ Daten zum Zeitpunkt t(n)

'

Rekonstruktion eine s Polynom
hoheren Grades aus konstanten

Werten

’ Limitierung des Pol ynoms ‘

' '

’ Flussberechnung ‘ ’ Flussberechnung ‘
’ Update ‘ ’ Update ‘

’ Limitierung des Pol ynoms ‘

Daten zum Zeitpunkt t(n+1) ‘ ’ Daten zum Zeitpunkt t(n+1) ‘

Abbildung 4.5: Vergleic h zwisc hen MUSCL/ENO Verfahren und Discontin uous Ga-
lerkin Verfahren

Formalist dasRunge-KittaDiscontinuoussalerkinVerfahren(RKDG) folgendermal3en
definiert:

DEFINITION 4.8.1 (RKDG-Verfahren)
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o Setzej,?l = AHhPVh (Uo) ;
e Furdie Zeitstritten = 0,1, ..., Zr — 1 berechneu} ! wie folgt:

— Setzei\") = u ;

— furi=1,...,k + 1 berechnedie Zwischenwertfunktionen:

i1
ugf) = AT, ( Z ailug) + ﬁilAt"Lh(ug))) ; (4.20)
1=0
— Setzey+! =y,

Der Projektionsopeaitor AIl, zur Limitierungwird im folgendenaustihrlich behandelt.
Um deutlich zu maden, dasswir unsin einem P*-Fall befinden screibenwir auch

AHng) statt AIl,. Die Koefizientena; und 3;; sind definiertdurch das Runge-Kutta
\erfahren(sieheAbsatnitt 2.5),umdie hohere Ordnungin der Zeitzuerreichen.

4.8.1 Projektion mittels Maximumsprinzip fir skalare
Gleichung en

Bei skalarenGleichungerkann man unter AusnutzungdesMaximumprinzipseine Art

von Projektionbenutzenbeiderzwarauchlimitiert wird, aberauf eineexplizite Definiti-

oneinesLimitersverzichtetwerdenkann.DieseProjektiongeschiehhachdemfolgenden
Algorithmus.

e Die Approximation(uy)? derexaktenLosungu seiin derZelle T; zum Zeitpunkt

t™ gegeben.
e Bestimmefur jedeZelle T
max] = max((un)}, (un)f, -, (un)7y) und
min; = min((uh)?, (uh);?l, . (uh);‘N) .
Dabeisind (up)%, - - -, (un)}y die Wertein den N Nachbarzellewon T;.

e Nun folgt die BerechnungeinesRunge-HKitta-TeilzeitschrittesgenassDefinition
4.8.1.

e Gilt '
min} < (uff))j < maz} furalle ZellenT}
so brauchthier nicht limitiert zu werden.Fahrein diesemFall mit dem nachsten
Runge-Kitta-Teilzeitschrittfort.
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e Gilt
min} < (uﬁf))j < maz} in einerZelleT; nicht,somussdie neuel dsungdortlimi-
tiert werden.Wirdemanbhier nichtsunternehmenyiirdeneventuellneueExtrem-
werteentstehemndaul3erdemvaredasMaximumsprinzipfur skalareFunktionen
[38] verletzt.

- KonstruiereaineneueLbsungﬂﬁf) aUSuEf) mit folgendenEigenschaften:

*

Die Erhaltungseigenschdf28] mussgewahrleistetsein:
I a9 = I w9

T; Uh 7; Y

* DasMaximumsprinzipmusserfullt sein:

min? < aﬁ? < mam;?

*

EinesehreinfacheLimitierung erreichtmanz.B. so: Gilt

ming < (ug))j < maz} (4.21)

in einerZelle T; nicht, sohalbierein derGleichung

un(z,y,2,t) =0(t) + u" () di(x) + u’ ()1 (y) + u* (t)&k(2)

die Steigungsiktorenu®(t), u¥(t), u*(t), bis Bedingung4.21)gilt. Solltedie
Bedingung(4.21)nacheinergewissenAnzahlvon Schrittennichterfullt sein,
sosetzeu®(t) = u¥(t) = uv*(t) = 0. Damitwird unterErhaltungseigenschaft
aufdaskonstantdPolynomzuriickgeschaltet.

- Definierenunuff) = aﬁj’ undfahremit demnachsten
Runge-Kutta-Teilzeitschrittfort.

Man machesich deutlich, dassdiesesVerfahrennur dasglobale,nicht aberdaslokale
Maximumsprinziperfullt. Somitist dies kein 7'V D-Verfahren,sondernnur ein TV B-
Verfahren.

4.8.2 Projektion bei skalaren Gleichung en und Systemen

Bei dieserMoglichkeit desLimitierungsschritfolgenwir demVorschlagvon Cocklurn
und Shu[17].

Hier wollenwir eineFunktionim P!-Fall limitieren. .

Zunachstkonstruiererwir einenLimitoperatorAHgP ) auf stiickweiselinearenFunktio-
nen,sodassdie folgenderEigenschafteerfullt sind:

e Fallsu, konstantst, gilt ATT" D, = u,.
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¢ Die Erhaltungseigenschaftussgewahrleistetsein. Fir jedesElementK der Tri-
angulierund/, mussgelten:

/AHELPI)U,}I:/ Up, -
K K

e Auf jedemElementK von 7, darfderGradientvon Aﬂgpl)uh nichtgroReralsder
vonuy, sein.

Rechtecke und Hexaeder

Hier ist die Limitierung fur den HexaederFall notiert. Die Reduzieruncauf Rechteck
ist offensichtlichbzw. kannin [17] nachgelesemverden.Betrachterwir zurachstden
P!-Fall in derskalarerVersion.Limitiert werdendie Steigungserfaktorenu®, u¥, v* der
Gleichung

un(@, Y, 2, 1) = U(t) + u®(t) () + v’ ()¥;(y) + v ()& (2) -
Um eineT'V D-Limitierung zu erhaltenmussterwir «* durch
m(u®, Wis1 gk — Wik Uik — Bie1,jpk) (4.22)

ersetzen.
Dabeiist m die gewdhlicheminmod Funktion

smin; | a; | ,fallss = sign(a;) = ... = sign(an,
m(ay,...,any) ::{ 0| | sonst gn(a1) gn(am) . (4.23)

Ungliicklicherweisedegenerierdieswie jedesanderel’V D-Verfahrenzu einemVerfah-
renersterOrdnungin Umgelungvon kritischenPunktern[46].
Cockhurnund Shumachenn [14] denVorschlagu® stattdesserdurch

M(u”, Uirt ik — Uik Tijok — Ui1,jk) - (4.24)

zuersetzen.
Dabeiist m die korrigierteminmod Funktion[14], die definiertist durch

m(a a )_ ai ,fa”s \al ‘S MAZz?
Lo ®mi= 0 m(ay, ..., a,) , SONSE

In 1D beweisenCocklurn und Shufolgendes_emma,daseine Aussagdiberdie Kon-
stanteM macht.

(4.25)
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LEMMA 4.8.2 Betrachtenwir Regionen,in denenu € C? und| u,, |< M, ist. Dabei
ist M, eineKonstante
Falls

oder

h2
TR [ ALl [+ [ A

2

dann beeinflussdie Limitierung die Genauiglit der approximiertenLosungin diesen
Reagionennicht.

Beweis: SieheCocklurnundShu[14].

Dadurchist diesesverfahrenkein 7'V D-Verfahrenmeht sondermur nochein

TV B-Verfahren[14].

Esistklar, dasgilt: Jekleiner M, destowenigerOszillationenverdenzugelasserin der
Praxiswird manM, = mazp, | ud, | , wobeiD; eineUmgelungvon glattenkritischen
Punktervonuy(x) ist, wahlen.In dieserArbeit haberwir mit A/ = 50 gerechnet.
Jetztwollenwir nochzweitheoretisch&esultaterzon Cockhurn[13] zitieren.Darin wird
spezielleine Aussagezur Konvergenzim nichtlinearenFall gegen die Entropiebsung
gemacht.

LEMMA 4.8.3 (Die TVBM Eigensc haft)

Wir nehmenan, dassder Limiter All, ein TVBM-Limiter (sieheDefinition 4.4.9) ist.
Weiter seienalle Koefizientena;; desRung-Kutta Verfahrens(4.20) nichtnegativ und
erfullenfolgendeBedingunag:

1—1
dog=1,i=1,...,k+1.
=0

Danngilt
| Uy [rvio)<| o v,y +CM , Vn >0,

wobeiC' nurvonk abhangt.
Mittels desLemmasvon Arzela-Ascoli kannfolgended_emmabewiesenwerden.

LEMMA 4.8.4 (Konvergenz gegen die Entropie L6sung)

Seider Limiter AIl, ein TVDM- oder TVBM-Limiter (sieheDefinitionen4.4.8,4.4.9).
Weiter seienalle Koefizientena;; desRung-Kutta Verfahrens(4.20) nichtnegativ und
erfullenfolgendeBedingunag:
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DannexistierteineTeilfolge { @ }n~o derFolge { iy, } o, diedurch dasRKDG Verfahren
erzeugtwordenist undin L>(0,7; L'(0, 1)) gegeneineschwade LosungdesProblems
(4.2),(4.3)korvemiert.

Falls die TVBM \ersiondesLimiters AIl, benutziwird, korvemiert die ganzeFolge und
ist dieseschwade Losungdie Entropielosung

Weiter gilt: Gilt fur denLimiter AII,

|| wp — Alp(un) |[10)< CAZ | Up rvo1)

danngilt dasobere Resultanicht nur fur die Mittelwerteder Folge { @, } >0 , SOnderrfur
die Folge der Funktioner{uy, } 4o-

DieserSatzverwendeginenLimiter in seinerKonvergenzaussageéer Satz4.5.1jedoch
machtseineKorvergenzaussadféir denFall ohneLimiter.
Ahnlich wie in (4.24)wird u¥ ersetzidurch

m(1Y 77. . 0T ey AT g — 2T
m(u 3 uZ,J-I—l,k uz,],k; U/Z,j,k uz,]—l,k) )

wobeiin (4.25) Az durchAy ersetzwird.
Ahnlich wie in (4.24)wird u* ersetzdurch

L I _
(U, Ui g1 — Wigikes Yigik — Wijk—1) 5

wobeiin (4.25)Ax durchAz ersetziwird.
Somitemibt sichalsoinsgesamdie Definition desProjektionsoperatowie folgt:

AH%Pl)uh(x, y,z,t) = u(t) (4.26)
+M(U”, Ui,k — Wigoks Yirgike — Ui1,,k) Di(T)
(WY, Wi 11, — Tigies Uik — Wij—1,k)05 (Y)

F(U, Wi j 1 — Wik ik — Uigik—1)Ek(2) -

Mit dieserDefinitionenkannmannun skalareGleichungerdimitieren.
Zum Limitierenim Fall von Systemerberbtigenwir zurachstfolgende
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DEFINITION 4.8.5 (charakteristisc he Variablen)
Seiw = (p, puy, pus, pus, e)* derVektorder Euler-Gleichungenin konservativen Varia-
blen.Die Matrix (9, f (w)) genigtder GleichungQ " (w) (9, f (w))Q(w) = A(w) (siehe
(2.4)).Q~(w) bestehausdenlinkenEigervektoenvon (8, f (w)). Dannnennerwir die
Eintrage des\ektors

W= Q N w) - w
charakterististie Variablen.

Betrachterwir nundie Freiheitsgrade(t), u®(t), u¥(t), u*(t) derGleichung

un(z,y, 2,t) =0(t) + u”(t)di(x) + u¥ (), (y) + v (t)&(2)

alsvektorwertigeFunktionen.
Fur SystemeschlagenCockhurn und Shu[17] dasLimitieren der lokalencharakteristi-
schenVariablenvor. Um denVektoru® zulimitieren, gehenwir wie folgt vor:

¢ Bestimmedie Matrizen@ unddie InverseQ !, die die Jacobimatrixbzgl. desMit-
telwertesm Element;jk in z-Richtungdiagonalisier{siehe(2.4))

Q—l 8f1 (ﬂljk) Q — A :
ou
wobeiA die Diagonalmatrixst, die ausdenEigenwerterder JacobimatriXbesteht.

Hier seiwiederholt,dassdie Spaltenvon () die rechtenEigervektorenvon W
unddie Zeilenvon Q@ die linkenEigervektorensind.

e Transformierealle berdtigtenzu limitierende Grof3en,z.B. die drei GrbBenufjk,

Uitk — Uijk UNAT; ;0 — U1, IN Richtungder charakteristischeNariablen.
Dieserreichtman,indemmanjeweils denVektorvon links mit Q! multipliziert.

i =Q "ufy e = Q N(Uisrjk — Tigk) s = Q (Ui — Tic1jk)

e WendenundenskalarenLimiter (4.25)auf jede Komponentalestransformierten
Vektorsan.

e DasErgebnisder Limitierung wird in den urspiinglichenRaumzuriicktransfor
miert,indemmit Q von links multipliziert wird.

u” = Q - Myek (U1, Us, Us) -

Dabeiist m,., S0 definiert: Fir jede Komponentader Vektoreintage nehmedie
skalaremodifizierteminmod-Funktioraus(4.25).
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Dreiec ke und Tetraeder

Fur die Limitierung bei Dreieclen oder Tetraederrverweisenwir zurachstauf die Idee
von Cockhurn [17]. In dieserArbeit wird die obenbeschriebendethodefiir Recht-
ecle auf DreieckstriangulierungeangepassDabeiwird Gebrauch/on sogenannteB-

Triangulierunger{16] gemachtDie Dreiecle erfullen dabeigewisse Winkelbedingun-
gen.Sosindz.B. Triangulierungendie durchTeilenvon Rechtecknander Diagonalen
entstandersind, B-TriangulierungenTeilt mandieseDreiecle jedochnochein weiteres
Mal nachdem Halbierungsalgorithmup}], soist die entstehendd@riangulierungkeine
B-Triangulierungneht

Hier in dieserArbeit wollen wir einenWeg vorschlagenderin gewisserWeisedie Idee
der ENO-/MUSCL- Verfahren[38] aufgreift. DieserAlgorithmusfunktioniertfir belie-
bige TriangulierungenDie Naherungsisungim P!-Fall seigegebendurch:

3

’U,h(fL', y’t) = Zul(t)¢l(x7 y) .

=1

Wir nehmenhier an, dassein Dreieck drei Nachbardreieak hat, somit also nicht eine
odermehrKantenauf demRandhat. Sollte dasDreieckam Randliegen,so kannman
denfolgendenAlgorithmusakandernoderin diesenDreieckunterBeriicksichtigungder
Erhaltungseigenschatte konstantddsungnehmenBetrachtewir dasDreieck K. Die
Nachbarmnvon K, seienk, K,, K3. Bildein jedemDreieckk;,i = 0, 1, 2, 3 dasPolynom

Uh(l‘, Y, t) ‘Ki: ﬂl(t) + al(t)(‘r - :Esi) + bz(t)(y - ysi) .

Dabeibezeichnetz;,, y;,) denSchwerpunktlesDreiecksK;. a;(t), b;(t) sinde IR. @;(t)
ist der Mittelwert von u;, im Dreieck K;. Die WertewerdendurchLdseneineslinearen
Gleichungssystemsestimmt.

Bilde nunneueDreiecle K, indemdie Schwerpunkteler Dreiecle K;, K;, K mitein-
anderverbundenwerden.
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Beziglich desDreiecksK, ermittelezusatzlichdie drei Polynome

q012(%, Y5 1) [ Koo = To(t) + ao12(t)(z — Ts,) + bor2(4) (Y — Ys,)
ausdenBedingungen
O(t) )

qo12 (xso, Ysos t) ‘sz:
CIOIZ(xsla ysnt) |K012: 1(t) ’
Q(t) 3

qdo12 (xsza Ysas t) |K012
q013(Z, Y5 ) | Ko1a= Uo(t) + a013() (z — Ts,) + bor3(t) (¥ — Yso)
ausdenBedingungen

O(t) )

qo13 (a:soa Yso» t) ‘KOIS
QO13(3351ay517t) ‘K013 1(t) bl
3(t) )

Go13 (3353’ Ysss t) ‘Kms
023(7, Y, 1) | Koas= To(t) + 023 () (T — ) + bo23(t) (¥ — Yso)
ausdenBedingungen
QO23(£807 Yso> t) |K023: O(t) ’
CIO23(~T6‘27 Ysa» t) |K023: Q(t) ’
3(t) -

qo23 (3353, Yss» t) ‘K023:
Danachbenutzerwir die normaleminmod-LimiterFunktionausGleichung(4.23)

SRS

I
gl g

SRS

mg = m(ao, Go12, Go13, A023)
und
my = m(bO; bOlZa b0137 b023) .
Danachsetzerwir
AT Dun (2, ,1) |icgi= () + ma(t) (2 = ) + my (D) (Y = vio) -

Diesentsprichim WesentlichemerLimitierungvon Durlofsky, EngquistundOshe23].
Esistklar, dasgieserAlgorithmusdie Erhaltungseigenschadtfullt. DerWertim Schwer
punktdesDreiecks K, bleibt namlich unverandert.Lediglich die Steigungsiktorendes
linearenPolynomswerdeneventuell verandert.Auch werdenkeine neuenExtremaer-
zeugt.Dieserim skalarerFall beschriebendlgorithmuskannsehreinfachauf Systeme
angevendetwerden,jindemmanjedeKomponentgetrennbetrachtet.

Limitierung bei quadratisc hen Funktionen
Am Anfangvon Abschnitt4.8.2wurdedie Limitierung einerFunktionaus P!

up(@,y, z,t) = u(t) + u®(t)di(z) + u¥(t)Y;(y) + v (1) (2)



4.8. LIMITIERUNG 73

mittels desOperatorsAHgPI) besprochenHier soll nun beschriebenverden,wie Funk-
tionenausP?

un(,y,2,t) = u(t) + u (1) gi(x) + u? (t);(y) + u* (1) (2)
+ut ()i ()15 (y) + u” () g (2) 8 (2) +W( ) (y) &k (2)
+ut(8)(67 (z) — 3) +u () (U5 (y) — 3) + ()& (2) — 3)

mittelseinesOperators’\HﬁLP2) limitiert werden.
SeidasPolynomu;, = uj, + uj, + u}. Dabeisei

up = (t),

= u”(t)di(z) + u¥ () (y) + v ()& (2)
und

up = weu();(y) +ut ()i(2)k(2) + v (B (1) Ek(2)
ut(t)(¢7 () — 3) + () (] (y) — 3) + v (1) (& (2) — 3)

Um nundie ProjektionAHgPQ)uh auszurechnemacherwir die AnnahmedassOszilla-
tionen,die in u;, auftauchenin u}, zubeobachtesind. Deswgenmacherwir im Fall

(uh + uf) = ATL (uf + uj)
keineLimitierung, weil wir annehmengasskeineOszillationerauftreterund setzen
AH%Pz)uh = U .
Im andererfall
(uf + wp) # AL (uf) + )

|6scherwir denu? Teil, setzeralsou, = uj + uj, undlimitieren denverbleibender*
Teil wie obenbeschriebei@.8.2).Wir erhalten

ATy = AT (0 + ul) |

Wennwir diein 1D gultigen Eigenschaftemiir Limiter auchin 2D annehmenerhalten
wir folgendeAussageDie Limiter AH%PI) undAH,(fﬁ) sind 7'V B-Limiter, jedochkeine
TV D-Limiter. Diesfolgt ausder Definition desLimiters (4.26),der Definition 4.25und
Satz4.8.2.NumerischdestdasserunsannehmergassdieseEigenschafteausl D auch
in 2D gelten.
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Kapitel 5

Parallelisierung

Die numerisch&Simulationvon komplexen Stromungemmit denhier vorgestellterexpli-
zitennumerischeVerfahrenerfordertsehangeRechenzeiternwennmanaufeinemsehr
feinenGitter arbeitet WennmandasGitterimmerfeinerwahlt, verkleinertsichebenélls
aufgrundder CFL-Bedingungdie Zeitschrittweiteder Verfahren,was zusatzlich zu ei-
nerlangererLaufzeitfuhrt, weil bis zu einemdefiniertenEndzeitpunkimehrZeitschritte
gerechnetverdenmussen Dies fuhrt dazu,dasskomplexe Simulationenauf einzelnen
Workstationsnicht mehrin annehmbareZeit gerechnetverdenkonnen.Die Ideeliegt
nun nahe,dassdie Arbeit desVerfahrensauf mehrereProzessorenerteilt wird. Diese
Ideewird auf einemParallelrechneumgesetztDeshalbsprecherwir von Parallelisie-
rung.

Die Vorteile der Parallelisierungvon hyperbolischerProblemenmit expliziten Verfah-
ren gegerilberder Parallelisierungmit impliziten Verfahrenoderauchelliptischenoder
parabolische®roblemersind offensichtlich.EssindkeineGleichungssystenmit Itera-
tionswerfahrenzu ldsen.Die numerischd.dsungzu einemneuenZeitschrittkanndurch
die Losungzu einemalterenZeitpunktdefiniertwerden(sieheDefinitionen2.4.2, 2.5.1,
2.5.20der4.8.1).Dabeiliegt dereigentlicheVorteil in der BeschanktheitdesAbhangig-
keitsgebietes.

5.1 Message Passing Interface

Zunachstbetrachterwir die ParallelisierungunterdemParallelisierungswerkzeutMes-
sagePassinginterface” (MPI). Dies ist ein Beispiel einesverteiltenSystemsZunachst
mussdasRechengittepartitioniertwerden Diesegrundlggendedeeist die Gebietszerle-
gung:DasRechengittewird in Teilgebietezerlegt, die dannauf die jeweiligenProzesso-
rendesParallelrechnerserteiltwerden Die einzelnerProzessorerechnerdannparallel
zueinanderuf denentsprechendereilgebietenDie PartitionierungdesGebietesvurde
mit der PartitionierungssoftarePARTY [48] unternommenMit verschiedeneRartitio-
nierungsalgorithmerdie auchin [53] beschriebesind,werdendabeijedemElementdes
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Gesamtgebietexin ProzessorugeordnetDazumBerechnemernumerischerrlissedie
Werte auf den Nachbarelementeauchberbtigt werden,wird ein Teilgebietum jeweils
alle Nachbarelementder zu diesemTeilgebietgelbrigenElementeerweitert.Dieseda-
zukommenderElementenennenwir Geisterelemente , weil sie eigentlichzu einem

andererTeilgebietgefdrenund hier nur alsKopie existieren.Abbildung5.1 verdeutlicht
dies.

Abbildung 5.1: Datenaustausc h zwisc hen den Teilg ebieten
Abb. 5.1zeigtdie KommunikatiorewischendenTeilgebieterunddendamitverbundenerDatenaustausch.
Die Grafik wurdefreundlicherweiseur Verfugunggestelltvon R. Schworer[53].

SokannjederProzessounablangigvon denandererseineBerechnungedurchtihren.
LediglichnachjedemZeitschrittist ein Kommunizierungsschridirforderlich.Bei diesem
legt jedesElement,dasKopienauf andereriTeilgebieterhat, denOriginalwert auf diese
Kopien.

Algorithmus(5.1) beschreibtlasseriellenumerisché/erfahrenersterOrdnung.
Algorithmus(5.2)beschreibtasparallelenumerisch&/erfahrerersterOrdnungmit MPI.
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Algorithmus(5.3) beschreibtlasseriellenumerisché&/erfahrenhohererOrdnung.
Algorithmus (5.4) beschreibdasparallelenumerischéVerfahrenhtohererOrdnungmit
MPI.
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\ serielles Verfahren erster Ordnung

V Elementa setzeAnfangswertei(i)

t=20
do
{
bestimmeAt durchCFL-Bedingung
vV Elementd
update(i)=0
¥
vV Elementd
{
vV Nachbarrj=neighbour(i,l)
{

Falls (j<0)

{
berechnd-lussuiberRandkanteon Element
update(ir=fluss

}

Falls (j>1)

{
berechnd-lussuiberKantezwischen(i,j)
update(ir=fluss
update(j)-= fluss

}

¥
¥
V Elementd
{
u(i) += update(i)
}
t+=At

} Fallst < t.,q4, gehean Schleifenarding.

Tabelle 5.1: Pseudo-Algorithm us fur serielles Verfahren erster Ordnung.
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\ paralleles Verfahren erster Ordnung auf k Prozessoren (MPI)

zerlge Gesamtgittem r Teilgitter G4, . .., G,

jedesTeilgitterist fur sichkonsistent

ein Teilgitter G, bestehausN, Elementen

dabeisinddie Elementemit denindizes0 bis firstghost — 1 Originale
die Elementemit denindizesfirstghost bis N, — 1 sindKopien

V Elemente = 0, ..., N, — 1 setzeAnfangswerteu(i)

t=0

do

{

bestimmeg At), durchCFL-Bedingung
Komm unikation
At := min k(At)k

VY Elemente =0,...,N, —1

{
update(i)=0
¥
VY Elemente = 0,..., firstghost — 1
{
vV Nachbarn=neighbour(i,l)
{
Falls (j<0)
{
berechnd-lussiiberRandkantezon Elementi
update(ir=fluss
}
Falls (j>1)
{
berechnd-lussuiberKantezwischen(i,j)
update(ir=fluss
update(j)-= fluss
}
¥
¥

VY Elemente = 0,..., firstghost — 1

Fortsetzungqauf nachsteiSeite
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Fortsetzung/on vorherigerSeite

{
}

Komm unikation
vV Elemente i =0,..., firstghost — 1

{

u(i) += update(i)

kopiere Eintr age auf die auf anderen Prozessoren liegenden
Kopien (sofern solc he existieren)

oder
Komm unikation
V Elemente i = firstghost,..., Ny — 1

{
hole Eintr 4ge von den auf anderen Prozessoren liegenden
Originalen

}

t+=At

} Fallst < t.,q4, gehean Schleifenarding.

Tabelle 5.2: Pseudo-Algorithm us fir paralleles Verfahren erster Ordnung mit MPI.
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\ serielles Discontin uous Galerkin Verfahren héherer Ordnung
V Elementda undBasisfunktionerb setzeAnfangswerteu(i,b)

t=20

do

{

bestimmeAt durchCFL-Bedingung

Fur Runge-Kittar =0,..., R
(R=1fur VerfahrenzweiterOrdnung,R=Zur Verfahrendritter

Ordnung)
{

V Elementd undBasisfunktionerip

{
update(i,b)=0

}

vV Elementd

{
vV Nachbarrj=neighbour(i,l)
{

Falls (j<0)

{
berechnd-lussiberRandkantezon Element
update(i,b}=fluss

}

Falls (j>1)

{
berechnd-lussuiberKantezwischen(i,j)
update(i,b}=fluss
update(j,b)= fluss

}

}
}
vV Elementd undBasisfunktionerip
{

u(i,b) += update(i,bYAbhangigleit vonr beachten)
¥

Fortsetzungqauf nachsteiSeite
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Fortsetzung/on vorherigerSeite

VY Elementd

{

}

} (EndederRunge-Kitta-Schleife)
t+=At
} Fallst < t.,4, gehean Schleifenarding.

Projektion

Tabelle 5.3: Pseudo-Algorithm us flr serielles Discontin uous Galerkin Verfahren
héherer Ordnung.
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paralleles Discontin uous Galerkin Verfahren hdéherer Ordnung
auf k Prozessoren

zerlgge Gesamtgittem r Teilgitter G, . . ., G,

jedesTeilgitterist fur sichkonsistent

ein Teilgitter G, bestehaus/N;, Elementen

dabeisinddie Elementemit denindizes0 bis firstghost — 1 Originale

die Elementemit denindizesfirstghost bis N, — 1 sindKopien

VY Elemente = 0,..., N, — 1 undBasisfunktionerb setzeAnfangswerteu(i,b)
t=20

do

{

bestimmeg At), durchCFL-Bedingung
Komm unikation
At := min k(At)k

Fur Runge-Wittar =0,..., R
(R=1fur VerfahrenzweiterOrdnung,R=Zur Verfahrendritter
Ordnung)

{

YV Elemente =0, ..., Ny — 1 undBasisfunktionerb

update(i,b)=0

¥
VY Elemente =0, ..., firstghost — 1
{
YV Nachbarrj=neighbour(i,l)
{
Falls (j<0)
{

berechnd-lussiiberRandkantezon Elementi
update(i,b}=fluss

}

Falls (j>1)

{
berechnd-lussuiberKantezwischen(i,j)
update(i,b}=fluss
update(j,b)= fluss

Fortsetzunguf nachsteiSeite
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Fortsetzung/on vorherigerSeite

oder

oder

}
}
¥
VY Elemente =0, ..., firstghost — 1
{
u(i,b) += update(i,bYAbhangigleit vonr beachten)
¥

Komm unikation

V Elemente i =0,..., firstghost — 1

{
kopiere Eintr age auf die auf anderen Prozessoren
liegenden Kopien (sofern solc he existieren)

Komm unikation
V Elemente i = firstghost,..., Ny — 1

{ hole Eintr &ge von den auf anderen Prozessoren
lieg enden Originalen

}

YV Elementd

{
Projektion

}

Komm unikation

V Elemente i =0,..., firstghost — 1

{
kopiere Eintr age auf die auf anderen Prozessoren
liegenden Kopien (sofern solc he existieren)

Komm unikation
V Elemente i = firstghost,..., Ny — 1

Fortsetzungauf nachsteiSeite
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Fortsetzung/on vorherigerSeite

{

hole Eintr age von den auf anderen Prozessoren
lieg enden Originalen

}

} (EndederRunge-Kitta-Schleife)
t+=At
} Fallst < t.,4, gehean Schleifenarding.

Tabelle 5.4: Pseudo-Algorithm us fiir paralleles Verfahren héherer Ordnung mit MPI.

5.2 Shared Memory

Das Konzeptbei der Parallelisierungunter "SharedMemory” ist auf den erstenBlick
sehrviel einfacher JederProzessokannzujederZeit auf denkompletterHauptspeicher
zugreifen DeshalbmussdasRechengebiatichtexplizit partitioniertwerden Sei# P die
AnzahlderProzessoreand#N die AnzahlderElementeDannrechnejederProzessor

die Flussefur [#P} Elementeaus.Dabeiist [ ] derganzzahligéAnteil von #N . Sei

pi= [#P + 1. Dannrechnetder k-te Prozessodie Flusseftir Elementk - p bis Element

min((k + 1) - p,#N), k = 0,...,#P — 1 aus.Hierbeiist nunfolgendeszu beachten.
Wennein Prozessoauf eine Speicheradressdie zumselbenZeitpunktauchvon einem
andererProzessogenutztwerdenkann,schreiberwill, somussdieseblockiertwerden.

DurchdenEinsatavon Parallelrechnerkannmannundie LaufzeitderVerfahrensehrver-
mindern.Im Idealfall wirdemanerwarten,dasseiderVerwendungon N malsovielen
Prozessoredie Laufzeitmit demFaktor 1/N multipliziert wird. Diesist allerdingsnur
theoretischmoglich und wird in der Praxisnicht erreicht,weil manzwischendenZeit-
schrittendie Kommunikation(MPI) bzw. dasBlockierenvon Speicheradressdreachten
muss.JemehrProzessoremerwendetverdendestomehrKommunikatioruntereinander
istvonNoten.In Abbildung5.2ist die SkalierungdesDiscontinuoussalerkinVerfahrens
unterMPI abzulesenln Tabelle5.5 sind die jeweiligen CPU-Zeitenbei Rechnungauf 2
biszu 128 Prozessoreabzulesen.

JederProzessomussvom jeweiligen Prozessorty@bhangendein gewissesMald an nu-
merischerRechnungerzu bewaltigenhaben sodassicht die meisteZeit wiederin die
Kommunikationnvestiertwerdenmuss.

Auf denProzessorerguf denenwir gerechnehaben ergabsich ausTesteine GrolRen-
ordnungvon ca. 10000Elementenln diesemFall dauertendie Rechnungerzwischen
denKommunikationsschritteso lang, dassnicht die meisteZeit in die Kommunikation
investiertwerdenmusste.
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Abbildung 5.2: Skalierung des Discontin uous Galerkin Verfahren zweiter Ordnung

unter MPI.

Abb. 5.2 zeigtdie SkalierungdesDiscontinuoussalerkinVerfahrenzweiterOrdnungunterMPI. Eswurde
dasForward Facing StepProblem(sieheKapitel 7) mit 258048ElementerbetrachtetAusgevertetwurde
nach527 Zeitschrittenzur Zeit t = 0.080032 undwurdeauf 2 bis 128 ProzessoregerechnetSieheauch
die Tabelle.Auf derx-Achseist die Anzahlder ProzessoreaufgetragenAuf dery-Achseist dasVerhalt-
nis %m aufgetragenAn der Lageder PunktekannmansehengdassdasVerfahrenfastoptimal
skaliert.

Wennwir nunerneutAbbildung5.1 betrachtenso sagerwir, dashier eine Geisterebe-
ne derGrol3eeinsvorliegt. Bei derVerwendungeinesVerfahrensrsterOrdnungberitigt
manzur Flussberechnungur die Informationenn dendirektenNachbarzellenD.h. man
musswie obenbeschriebenur nachjedemZeitschrittdie Kopienmit denOriginalwerten
aktualisierenWill mannunein VerfahrenhdhererOrdnungwie MUSCL oderENO par
allelisierensokanndie Grol3eder GeisterebensehrschnellsehrgrolRwerdenweil man
zur Relonstruktionder PolynomehoherenGradesausdenstiickweisekonstantetWerten
z.B. auchdie Nachbarnder Nachbarnberitigt. So kannje nachOrdnungdesVerfah-
rensdie AnzahlderGeisterelementeehrgroRwerdenwasnatirlich einenMehraufwand
an KommunikationbedeutetAuRerdenmkonnendie partitioniertenGitter desVerfahrens
ersterOrdnungnichtbenutztwerden.

Bei den DiscontinuousGalerkin VerfahrenbestehtdiesesProblemnicht. Da die Infor-
mation tber dasjeweilige PolynomhoherenGradesimmer lokal in einer Zelle steckt,
berbtigt manwie im VerfahrenersterOrdnungnur die NachbarneinesElementeszur
Flussberechnungndkommtsomitmit einerGeisterebenaus,d.hmankanndie Partitio-
nierungerderVerfahrenersterOrdnungweiterbenutzenDiesist einweiterersehrgrol3er
Vorteil der DiscontinuousGalerkinVerfahrengegeriiberdenandererVerfahrenhdherer
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AnzahlProzessoren CPU-Zeitin sec.| ungefhreAnzahlder
Elementgro Prozesso
2 8650 129128-129391
4 4371 64512-65024
8 2338 32289-32594
16 1227 16145-16668
32 569 8071-8566
64 299 4037-4351
128 193 2019-2210

Tabelle 5.5: CPU-Zeiten bei Rechnungen mit verschiedener Anzahl von Prozesso-
ren mit dem MPI-Verfahren.

Ordnungwie MUSCL oderENO.
Algorithmus(5.6) beschreibtlasparallelenumerisché&/erfahrenersterOrdnungmit dem
SharedMemoryModell.
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paralleles Verfahren erster Ordnung auf NC'PU Prozessoren
(Shared Memory)

keineexplizite ZerlegungdesGittersnotig
Gitter besteheusNV Elementen

V Elemente = 0,..., N — 1 setzeAnfangswerteu(i)
nepu = N/JNCPU + 1

t=20
do

{
(seienwir nunaufdemk-tenProzessor)

(BlockiereSpeicherstell#on X bedeutetNur Prozessok darfauf dieseStelle
zugreifen)

(Barriere:Erst,wennalle ProzessoredieseStelleerrreichengehtder
Algorithmusweiter)

bestimmeAt), durchCFL-Bedingung
Bloc kiere Speicherstelle von At
At := min((At)g, At)

Gebe Speicherstelle von At frei

Barriere
V Elemente = k * ncpu, ..., min((k + 1) * ncpu, N) — 1

update(i)=0
¥
Barriere
V Elemente = k x ncpu, ..., min((k + 1) * ncpu, N) — 1
{
V Nachbarn=neighbour(i,l)
{
Falls (j<0) oder(j>1)
{
Falls (j<0)
{

berechnd-lussiiberRandkantezon Element
Bloc kiere Speicherstelle von update(i)
update(ir=fluss

Fortsetzungqauf nachsteiSeite
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Fortsetzung/on vorherigerSeite

Gebe Speicherstelle von update(i) frei
}
Falls (j>1)
{
berechnd-lussuiberKantezwischen(i,j)
Bloc kiere Speicherstelle von update(i)
update(ir=fluss
Gebe Speicherstelle von update(i) frei
Bloc kiere Speicherstelle von update())
update(j)-= fluss
Gebe Speicherstelle von update(j) frei
}
¥
¥
¥
Barriere
V Elemente = k * ncpu, ..., min((k + 1) * ncpu, N) — 1
{
u(i) += update(i)
}
Barriere
t+=At
} Fallst < t.,4, gehean Schleifenarding.

Tabelle 5.6: Pseudo-Algorithm us fiir paralleles Verfahren erster Ordnung mit Sha-
red Memory.

Partitionierungender verschiedenein dieserArbeit verwendeterGitter sind bei den
Losungenm Kapitel iberdie gerechneteBeispielezu finden.
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Kapitel 6

Konvergenzbestimm ung in L!

Bei der Programmierungind der Darstellungder Ergebnissenabenwir, wie schonim

erstenKapitel erwahnt,dasGrafikpalet GRAPE[51], [28] benutztwelchesam Sonder
forschungsbereich56derUniversitat Bonngemeinsanmit deminstitutfur Angevandte
Mathematikin Freikurg seitJahrerentwickelt wird.

6.1 Shock Tube

6.1.1 Beschreibung des Problems

DasShocKTube-ProblenmachSod[57], bestehtlarin,dassein Gebietin zwei Teilgebiete
zerlggt wird, in denenjeweils zur Zeit t = 0 konstanteZus&ndevorliegen.Diesebeiden
GebietewerdendurcheinedinneMembrangetrenntNun platztdieseMembranund es
entsteherdrei Wellen. DieseWellen heiRenVerdinnungswelleKontaktunstetigkit und

Schock(sieheAbb.6.1)
wercunnungswelle

Pu Pu
Kontaktunstetiggit

—» Schock
Pr

Pr

Dichte (t=0) Dichte (¢ > 0)

Abbildung 6.1: Wellen bei Shock Tube
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Ziel numerischeNerfahrenist es z.B., den Schockso gut darzustellendasser tiber
moglichstwenig GitterpunkteverschmiertDiesesProblemwird in 1D gerechnetwo-

beiz.B. fur alle x < 0 Zustandl undfir alle z > 0 Zustand2 gilt. Man kanndieses
Beispielaberauchin 2D oder3D rechnenDort nimmt manz.B. fur festese fur alle y, z

dengleichenWert. Wir habendasfolgendeBeispielgerechnet.

2 = [-1.0;1.0] x [0.0;1.0] x [0.0; 1.0]. DabeigeltenfolgendeAnfangswerte

4 ,x<0
p(ﬂc,y,z,0)={1 >0

16 ,z<0
p(x’y’z’o):{o.zx z>0

ul(xay: 270) = 'U:Q(iC,y,Z, O) = u;.;(a:,y,z,()) =0.

Bei diesemBeispielwertenwir die numerischd.dsungin ¢ = 0.75 ausund vergleichen
siemit der”exakten”Losung6.1.2.

Die anderenGrofienkdnnenaus diesenvorgegebenerausgerechnawerden.Wir neh-
men folgendeRandbedingungemm linken und rechtenRand nehmenwir Ausfluss-
BedingungenAn denandererRandermehmerwir die Bedingungi - 4 = niu; + naus +
nzuz = 0. Dadurchwird eineundurchéssigéNandsimuliert.

6.1.2 Exakte Losung nach Chorin

Fur dasRiemann-Problenm 1D hatChorin[9] einenAlgorithmusvorgestellt,mit dem

manzu einerZeit ¢ die WerteamOrt z iterativ mit vorgegebeneiGenauigleit bestimmen
kann.DieseWertewerdendannals "exakte” Losungvon ShockTubeverwandt.Dieses
Verfahrenhabenwir benutzt,um im folgendendie numerischeKonvergenzordnungu

bestimmenim folgendemennerwir die LosungnachChorindie exakteLdsung.

6.1.3 Numerisc he Konvergenzordnung in L!

Wir bestimmerdie numerisché&ornvergenzordnundur die VerfahrenersterOrdnungund
fur die DiscontinuoussalerkinVerfahrenzweiterunddritter Ordnung.Dazuvergleichen
wir die numerischd_osungmit der exaktenLosungnach Chorin. Dannhabenwir die
Moglichkeit, die numerischdzw. experimentelleKonvergenzordnungeOC) zu bestim-
men.

Fur jedeZelle wird derx-WertdesSchwerpunktebestimmtin diesemx-Wertwird dann
die exakte Losungmit dem Algorithmusvon Chorin bestimmtund dieserWert mit der
numerischem.6sungin dieserZelle verglichen.Sohaberwir denFehleraufdemgesam-
ten Gebietmit Hilfe einerintegrationsformebestimmt,die fur Polynomevom Grad< 1
exaktist.

/T d(@)dz ~| T | $(@).
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Dabeibezeichnet” dasVolumenderZelle, uberdie integriertwird, & denSchwerpunkt
der Zelle und ¢ die Funktion auf dieserZelle. In unseremFall ist dies die Differenz
zwischenexakterund numerischet.dsung.

Die EOCwird dannfolgendermaf3ebestimmt:

Fur die Normabschtzungnehmenwir als reptasentatie Grof3edie Dichte, da bei ihr
alle drei Wellen ausgepagt sind [38]. Der Druck und die Geschwindigkit sind links
undrechtsder Kontaktunstetig&it gleich.Im folgendenbezeichnenvir die Losungnach
Chorinmit p. Die numerischd.dsungmit denverschiedeneerfahrenbezeichnemwir
mit Ph-

Fur ein Gitter mit Gitterweiteh nimmt manfolgendeAbschatzungfiir denFehleran:

o= pullry = C - h°. (6.1)
Fur ein Gitter mit doppeltelGitterweitenimmt mananalog
o= ponllproy = C-2° - 1P (6.2)

an.Nunteilt manGleichung(6.1)durchGleichung(6.2). Dabeifallt die Konstante” und
derh-Termweg undmanerhalt

lp— ol _ 1 6.3)
o= penllriy 27

Wennmannundie Gleichung(6.3) nachg aufiost,erhalt mandie experimentelleKorver

genzordnungeOC)
l ( ||p_)02hHL1(Q) )

4 n llo=prllr1 (o) 6.4)
B In(2) ’ '

Dabeiist die L'-Normin 1D bestimmtdurch

IIp—phIILl(Q)=/QIp—phldu%Z\pi—pZI-h- (6.5)

Hier gilt h = Ax. p* ist die exakteLdsungin derDichteim Gitterpunktz;.
Fur Zellenhaberwir entsprechend

lo=piller = [ Lo=onldu=3" [ 1o=d ldum S 1/~ ] 1751 . (66)
il i

Hierist p’ die exakteL6sungin derDichteim SchwerpunkterZelle T;.

Die CPU-Zeitensind dabeirelatv. Wennmandasjeweilige Programnmit andererOp-
tionencompiliert,soist die CPU-Zeitnochzu reduzierenAulRerdengibt esheuteschon
extremschneller&kechnerMankannandenCPU-Zeitemurablesengdasssichdie Faust-
regelbesttigt: Wennmandie AnzahlderZellen(Quadraten 2D) vervierfacht,sohalbiert
sichbeigleicherCFL-Zahldie Zeitschrittweitaundsomitwird die CPU-Zeitverachtacht.
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Wenn man die Anzahl der Zellen (Hexaederin 3D) verachticht, so halbiert sich bei
gleicherCFL-Zahldie Zeitschrittweiteund somitwird die CPU-Zeitversechzehiaicht.
Der Faktor siebzehnn denTabellenerklart sich z.B. daraus dassProgrammaenmit we-
niger ElementenvenigerHauptspeicheberbtigenund deshalbeventuellim Cachedes
Rechnerslie meistenDatenliegenbleiben.

Die folgenderTabellenenthalterdenEOC-WertunddenZ!-Fehler Die CPU-Zeitersind
aufeinerr10000Workstationvon SGI mit einem200MHz Prozessogerechnetvorden.

StegerWarming(ersteOrdnung)

nacht=0.75 CFL-Zahl=0.48
AnzahlderElemente 16000 128.000 1.024.000
entsprichiGitterweite h=0.05 h=0.025 h=0.0125

L'-Fehlerin 3D 0.305139 0.209788 0.166239
EOC N 0.54053 0.33567
CPU-Zeit 0:12min  3:27min  60:30min

Tabelle 6.1: Testergebnisse mit Verfahren erster Ordnung in 3D auf Hexaedern.

StegerWarming(Discontinuoussalerkin2.0Ordnung)
nacht=0.75 CFL-zahl=0.2
AnzahlderElemente 16000 128.000 1.024.000
entsprichGitterweite h=0.05  h=0.025 h=0.0125

L'-Fehlerin 3D 0.074889 0.038426 0.020399
EOC —_— 0.962671 0.91358
CPU-Zeit 8:56min 152:19min 2596:56min

Tabelle 6.2: Testergebnisse mit Verfahren zweiter Ordnung in 3D auf Hexaedern.

Durch BenutzeneinesVerfahrenshohererOrdnungwird der L!-Fehlerabsolutgesehen
beigleichbleibendenitter erheblichverkleinertunddie experimentelleKornvergenzord-
nungerhdht sichvon 0.54 (first order)auf 0.96 (DG 2.0rdnung) Wennmanallerdings
nichtdie LaufzeiteninnerhalbeinesVerfahrenssonderrdie verschiedeneWerfahrermit-
einandevemgleicht, so mussmannochbeiicksichtigendassbei denVerfahrenhoherer
Ordnungpro Zeitschrittzwei bzw. drei Berechnungsschrittéurch die Verwendungder
Runge-Kutta-Zeitdiskretisierungrforderlichsind.

Zum SchlusdieseKapitel nocheineBemerkunglnseremMeinungnachsagtder Wert
derexperimentellerKorvergenzordnungwar etwasuberdasverwendetéd/erfahrenaus,
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StegerWarming(Discontinuougsalerkin3.0Ordnung)
nacht=0.75 CFL-Zahl=0.18
AnzahlderElemente 16000 128.000 1.024.000
entsprichiGitterweite h=0.05 h=0.025 h=0.0125

L'-Fehlerin 3D 0.075598 0.038645 0.020754
EOC —_— 0.97348 0.88959
CPU-Zeit 39:13min  693:02min ca.204h

Tabelle 6.3: Testergebnisse mit Verfahren dritter Ordnung in 3D auf Hexaedern.

aberbei weitem haltenwir ihn fur nicht so wichtig, wennmanihn als alleinige Infor-

mation uiberein Verfahrenerhalt. Man mussparallelimmer auchden absolutenFehler
einesVerfahrenauf einembestimmterGitter betrachtenEs kannnamlich vorkommen,
dassbei ErweiterungeinesVerfahrensvon ersterOrdnungauf hohereOrdnungdie nu-
merischeKonvergenzordnungiur unwesentlichverbessenvird, derabsoluté=ehleraber
fasthalbiertwird. DieswaredannunseremMeinungnachein gutesErgebnis,wasdurch
die Korvergenzordnun@lleinenichterkennbarist.

WennmansichQualitatderLosungendie RechenzeitennddenSpeicherbedaderein-
zelnenverwendeterVerfahrenanschautso mussmansagendassder Aufwandfir die
Erweiterungvon ersterauf zweite Ordnungdurchdie eindruckswllen Losungerschon
gerechtfertigtscheint.Die Erweiterungauf dritte Ordnungerscheintedochnicht mehr
ganzso effektiv, weil der Gewinn durchdie sehrgrol3eLaufzeitdesVerfahrenssherge-
ring ist. In Tabelle6.3 siehtmansogar dasssich die GroRenordnungler L!-Fehlerim

Vemgleichzu Tabelle6.2 nicht mehrverandertja soganm Einzelfall schlechtewird.

6.1.4 Vergleic h verschiedener Verfahren héherer Ordnung

In diesemAbschnittsollendie DiscontinuousGalerkinVerfahrenmit denVerfahrener-
sterOrdnungund denMUSCL-Verfahrenexplizit verglichenwerden.Die Frageist zum
Beispielfolgende:Rechneauf einemGitter mit den DiscontinuousGalerkin Verfahren
underhalteeinenL'-Fehler Wie fein undwie langemussmanrechnenum mit demVer-
fahrenersterOrdnungund demMUSCL-VerfahrendiesenL!-Fehlerauchzu erreichen.
Betrachtedazudie folgendenTabellen Alle Rechnungemvurdenauf einemRechteckgit-
terin 2D mit der Flussfunktionvon Stegerund Warmingauf einerSGI r10000Worksta-
tion gemachtDabeiwurde dasobenbeschrieben&hockTube Problemnacht = 0.75
ausgeavertetund mit derexaktenLdsungnachChorinvermlichen.

Nehmenwir als Referenzden L!-Fehlervom DiscontinuousGalerkinVerfahrenzweiter
Ordnungbei Az = ﬁ Dafur berdtigt dasProgramnb4 SekundenUm die vergleichbare
Genauiglit beim MUSCL-Verfahrenzu erreichenmisstemandie Gitterweitevon ca.
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Azr = ﬁ nehmenund ca. 8 Minuten rechnenBeim VerfahrenersterOrdnungmiisste

maneineGitterweitevon Ax = % nehmerundca.2 Stunderund 10 Minutenrechnen.
Wie die Rechnungemit demForwardFacingStepProblem(siehenachsteKapitel) aber
zeigen kannmanbei VerfahrenersterOrdnungdurchein sehrfeinesGitter die Scharfe
von denSchockserhbhen,aberin der Kontaktunstetiggit ist dasPhanomendesWirbels
nichtauflosbarDiesist einweiteresArgumentfur die DiscontinuousGalerkinVerfahren.

Bei Verfahrenmit zuviel numerischeVWiskositat werdenDetailseinfachweggeglattet.

\ DiscontinuousGaIerkinVerfahrenzweiterOrdnung(CFL-ZahI0.21)\

Az = Ay % % % Te9

AnzahlderElemente 800 3200 12800 51200

AnzahlderZeitschritte 84 169 340 682

L*-Fehlerin 2D 0.076061| 0.036802| 0.019854| 0.010985

EOC —_— 1.047373| 0.890354| 0.853895

CPU-Zeit(h:min:sec) 0:07 0:54 7:55 1.06:26
Azxr = Ay ﬁ ﬁ

AnzahlderElemente 204800 | 819200
AnzahlderZeitschritte 1365 2732

L'-Fehlerin 2D 0.005251| 0.003005
EOC 1.064871| 0.805227
CPU-Zeit(h:min:sec) | 9:01:03 | 73:51:16

Tabelle 6.4: Ergebnisse mit Discontin uous Galerkin Verfahren zweiter Ordnung
Tabelle6.4 zeigt die ErgebnissalesDiscontinuougsalerkinVerfahrenszweiterOrdnungin 2D aufeinem
Quadratgitter
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| MUSCL VerfahrenzweiterOrdnung(CFL-Zahl0.48) |

Az = Ay % ﬁ % 60
AnzahlderElemente 800 3200 12800 51200
AnzahlderZeitschritte 36 74 149 298
L'-Fehlerin 2D 0.169211| 0.093124| 0.053351| 0.029601
EOC — 0.861598| 0.803638| 0.849869
CPU-Zeit(h:min:sec) <0:01 0:06 1.04 9:37

Ax = Ay 3710 6T10

AnzahlderElemente 204800 819200

AnzahlderZeitschritte 597 1195

L*-Fehlerin 2D 0.016655 | 0.009788

EOC 0.829691 | 0.766869

CPU-Zeit(h:min:sec) | ca.1:21:00| ca.9:50:00

Tabelle 6.5: Ergebnisse mit MUSCL Verfahren

| VerfahrenersterOrdnung(CFL-Zahl0.48) |
1 1 1

Tabelle6.5zeigtdie ErgebnissalesMUSCL VerfahrengweiterOrdnungin 2D auf einemQuadratgitter

Az = Ay 2 10 0 60
AnzahlderElemente 800 3200 12800 51200
AnzahlderZeitschritte 36 73 148 297
L'-Fehlerin 2D 0.304227| 0.209298| 0.139433| 0.090630
EOC — 0.539590| 0.585986| 0.621511
CPU-Zeit(h:min:sec) <0:01 0:03 0:24 3:07

Ax = Ay 3710 6T10

AnzahlderElemente 204800 | 819200

AnzahlderZeitschritte 596 1194

L'-Fehlerin 2D 0.058376| 0.037387

EOC 0.634613| 0.642839

CPU-Zeit(h:min:sec) 25:51 | ca.2:10:00

Tabelle 6.6: Ergebnisse mit Verfahren erster Ordnung
Tabelle6.6 zeigtdie ErgebnissalesVerfahrensersterOrdnungin 2D auf einemQuadratgitter
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Abbildung 6.2: Dichte mit Verfahren erster Ordnung.
Abb. 6.2 zeigt einen2D-Schnittder numerischerLdsungder Dichte beim Shock Tube Problemin 3D.
Die Rechnungwurde auf einemHexaederGitter mit 1.024.000Elementengemacht.Benutztwurde ein

VerfahrenersterOrdnungmit numerischeFlussfunktiorvon Stegerund Warming.Ausgevertetwurdedie
Ldsungzum Endzeitpunkt=0.75.
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Abbildung 6.3: Dichte mit Discontin uous Galerkin Verfahren zweiter Ordnung.
Abb. 6.3 zeigt einen2D-Schnittder numerischerLdsungder Dichte beim Shock Tube Problemin 3D.
Die Rechnungwurde auf einemHexaederGitter mit 1.024.000Elementergemacht Ausgevertetwurde
die Loésungzum Endzeitpunkt=0.75.Im Gegensatzur Losungmit demVerfahrenersterOrdnung(siehe
Abb. 6.2) sinddie Kontaktunstetigkit undder Schockviel scharferwiedegegebenDa sichdie minimalen
und maximalenWertezwischen0.99967%zw. 4.01047%efindensindleichteOszillationerzu erkennen.
Der ParameteM ausdemAbschnittiiberLimitierungwurdein dieserRechnund0 gewahlt.
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Abbildung 6.4: Dichte mit Discontin uous Galerkin Verfahren dritter Ordnung.
Abb. 6.4 zeigt einen2D-Schnittder numerischerLdsungder Dichte beim Shock Tube Problemin 3D.
Die Rechnungwurde auf einemHexaederGitter mit 1.024.000Elementergemacht Ausgevertetwurde
die Loésungzum Endzeitpunkt=0.75.Im Gegensatzur Losungmit demVerfahrenersterOrdnung(siehe
Abb. 6.2) sinddie Kontaktunstetigkit undder Schockviel scharferwiedegegebenDa sichdie minimalen
und maximalenWerte zwischen0.99960%zw. 4.00902 /befindensindleichte Oszillationenzu erkennen.
Der ParameteM ausdemAbschnittiiberLimitierungwurdein dieserRechnungyleich50 gewahlt.
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Kapitel 7

Beispiele und numerisc he
Ergebnisse

In diesemKapitel werdenwir weitere TestproblemeechnenWennim folgendenvon
Anfangswerterdie Redeist, so schreibenwir sie z.B. als py(z, y). Mit diesenWerten
initialisierenwir die Wertezum Zeitpunktt = 0 undesgilt p(z,y,0) := po(z, y).

7.1 Skalarer Fall: Rotating Cone

DiesesskalareBeispielsoll die Qualitat der DiscontinuousGalerkin Verfahrenbei ska-
laren GleichungendemonstrierenAls Beispiel habenwir dasRotatingConeProblem
gewahlt.

uw(z,y,t) — yu(z, y,t), + zu(z, y,t), =0
u(z,y,0) = uo(z,y)

mit Anfangswerten

1—20r(x,y),fallsr(z,y) < 0.05
uo(2,y) = { ( )O sonst( )

mit r(z,y) = (z — 0.5)% + ¢*.

DasRotatingConeProblemwird folgendermal3ebeschrieberkin Kegelmit einermaxi-
malenHohel startetzur Zeit t = 0 rechtsvom Ursprungunddrehtsichin ¢t = 27 einmal
gegendenUhrzeigersinrum denUrsprung.DiesesProblemkannsownvohl exakt alsauch
numerisclgelostwerden Bei dernumerischeisimulationverliertderKegelanHoheund
wird immermehrverschmiertverden Die Hoheundder GradderVerschmierungst ein
guterIndikator fur die verwendetenVerfahren.Gerechnehabenwir diesesProblemauf
einemDreiecksgittemit 51200Zellen.
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Bei einemVerfahrenersterOrdnungstartetderKegel mit derHohe0.996875. Nacheiner
Viertel-Drehungoetiagtdie Hohe0.883282, nacheinerhalbenDrehung0.773495. Nach
t = 27 (EndzeitpunkteineDrehung)ist die Hohe0.601209. Siehedaslinke Bild in Abb.
7.1.

Bei einemVerfahrenhdhererOrdnungstartetder Kegel mit der Hohe 0.996875. Nach
einerViertel-Drehungoetiagt die Hohe0.996875, nacheinerhalbenDrehung0.987962.
Nacht = 27 (EndzeitpunkteineDrehung)ist die Hohe0.987962. SiehedasrechteBild
in Abb. 7.1. Jedichterdie Isolinien, destosteilerder Gradient.Hier wurde ein Discon-
tinuous Galerkin Verfahrenzweiter Ordnungmit der in Abschnitt4.8.1 beschriebenen
Projektionsmethodfir skalareGleichungergerechnet.

©

Abbildung 7.1: Vergleic h zwisc hen Verfahren erster und hoherer Ordnung beim
Rotating Cone Problem.

Die Abbildunglinks zeigtdenVerlaufdesKegelsnacheinerDrehungzum EndzeitpunktDurch denwei-
terenAbstandder Hohenlinienkannmanerkennendassmit einemVerfahrenersterOrdnungdie Losung
sehrstark verschmierwird. Die Abbildung rechtszeigt denVerlauf desKegels nacheiner Drehungmit
dem DiscontinuousGalerkin Verfahrenzweiter Ordnung.Es werdenfastdie Anfangsdatemeproduziert.
Die Isoliniensindsehrdicht.

7.2 Systeme: Forward Facing Step

2D
DasMach 3 Wind Tunnelwith a StepProblem,auchProblemder einspringendeicke
oderForwardFacingStepgenanntjst folgendesDasGebietist

Q = [0.0;3.0] x [0.2;1.0] U [0.0;0.6] x [0.0;0.2].
Als Anfangswertgeltenim ganzernGebiet

po(z,y) =14, (u1)o(z,y) :== 3.0, (u2)o(z,y) :== 0.0, po(z,y) := 1.0.
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[

Abbildung 7.2: Gebiet beim Forward Facing Step Problem.
Abb. 7.2 zeigtdasGebietdesForward FacingStepProblemsDie Stromungfliesstvon links in dasGebiet
hinein. Am oberenRandhat man eine feste Wand. Aus Symmetrigirindenrechnetman nur dashalbe
Problemundnimmtander SpiegelungsachsBeflektionsrandbedinguram.

Darausergebensichdie andererAnfangswerteinsbesonderdie Machzahlm = 3.0.
DieseWerteflieRenuberdie linke Kante

{(z,y) e R* |2 =0.0 Ay € [0.0;1.0]}
zujederZeit t weiterhinein. Auf derrechtenSeite

{(z,y) e R* |z =3.0Ay € [0.2;1.0]}
hatmanAusflussbedingungeAn derunterenSeite

{(z,y) € R? |y = 0.0 Az € [0.0;0.6]}

hatmanausSymmetrigirundenReflektionsbedingunddier wird alsoin einerGhostzelle
die y-Komponenteler Geschwindiglkit mit -1 multipliziert. Fur die andererdrei Rander

{(z,y) e R? |z =0.6 Ay €[0.0;0.2]} ,
{(z,y) e R? |y = 0.2 Az € [0.6;3.0]},
{(z,y) € R? |y = 1.0 Az € [0.0;3.0]}

hat manmehrereMoglichkeiten.Zum einenkannmanbei allen drei RandernReflekti-
onsbedingunginnehmeroder man nimmt, wie wir, bei allen drei andererRanderndie
undurchéssigeWand an. Man hat alsoals Randbedingung - @ = nju; + nous = 0.

SieheauchAbbildung 7.2. DiesesProblemwird nacht = 4.0 ausgevertet.Hier haben
wir mit der CFL-Zahl0.4 gerechnet.
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DasProblemwurdeauf einemParallelrechneunterMPI in mehrerenvariantengerech-
net. Die Abbildung 7.3 zeigt ein Dreiecksgitterauf demmit ca. 1 Mio. Elementerdie

Rechnungerdes VerfahrensersterOrdnungund die VariantehohererOrdnungmittels

einesMUSCL-Verfahrengerechnetvurde. Abbildung 7.4 zeigt eine mogliche Partitio-

nierungdes RechengittersDabei stehtjede Farbefur einenProzessorAbbildung 7.5

zeigt den Losungserlauf der Dichte zum Endzeitpunkimit dem VerfahrenersterOrd-

nung. Abbildung 7.6 zeigt den Losungserlauf der Dichte zum Endzeitpunkimit dem

MUSCL-Verfahren Abbildung7.7 zeigtein Rechtecksgitteauf desserStrukturdie Dis-

continuousGalerkin Verfahrenmit bis zu 250.000Elementengerechnetwordensind.

Abbildung 7.8 zeigtdenLosungserlaufder Dichte zum Endzeitpunkimit demDiscon-

tinuousGalerkin Verfahrenzweiter Ordnung.Das Gitter bestehtaus258048Elementen
(Az = Ay = 1/320). Abbildung 7.9 zeigtdenLdsungserlaufder Dichte zum Endzeit-
punktmit demDiscontinuousGalerkinVerfahrendritter Ordnung DasGitter bestehtaus
64512Elementer{Az = Ay = 1/160).

Wahrendmanbei dem VerfahrenersterOrdnungdurch Erhdhender Elementanzahdlie
Schockfrontersehrgut auflossenkann,weil die Elementdurchmesséteineralsdie Zei-
chengenauigit sind, so bleibt die Kontaktunstetig&it hinter dem oberenMachstamm
dochimmernochschlechtaufgebst. Bei denDiscontinuousGalerkinVerfahrenzweiter
OrdnungerkenntmanabderDiskretisierungsweitéz = Ay = 1/320 in derKontaktun-
stetigleit eineWirbelstruktur Bei denDiscontinuoussalerkinVerfahrendritter Ordnung
erkenntmanschonab der Diskretisierungsweité\z = Ay = 1/160 in der Kontaktun-
stetigleit eineWirbelstruktur Diesesist bei der hoherenOrdnungVariantemit MUSCL
nicht zu beobachtenDies ist ein weiteresZeichenfir die Qualitat der Discontinuous
GalerkinVerfahren.

Betrachteimanjetzt ein Isolinienbild desDrucks(sieheAbb. 7.10),kannmanfolgende
Schlussfolgerungeniehen.Hinter demoberenMachstammnbildet sich eine Kontaktun-
stetigleit. Die Wirbel sindbeimDruck nichtzu sehendaderDruckin derKontaktunste-
tigkeit konstanist. Da die Geschwindigkit in derKontaktunstetig&it ebenélls konstant
ist, ist die Wirbelstrukturin denDichtebildernmit denDiscontinuousGalerkinVerfah-
rennicht auf unterschiedich&eschwindigkitenzurickzuiihren.Vielmehrdarauf,dass
schwereTeilchendie nachunten’drangen” mit leichterenreilchenvonlinks nachrechts
transportiertverden.

Die quenerlaufendensolinienamuntererRandin denDichtebildern7.8,7.9assemicht
aufeineGrenzschichschliessenyaswiederumein Zeichenvon Viskositatim Verfahren
seinwirde,sonderreshandeltsichwiederumum eineKontaktunstetigkit, die sichhinter
demunterenMachstamnbildet, wasdurchdasDichtebilddeutlichwird.

3D

Im Gegensatzzu vielen Arbeiten,in denendas2D-Gebietin der dritten Komponente
geshiftetwird, rechnerwir hier einewirkliche 3D AnwendungDeswgenkannmandie
Losungerauchnur bedingtmit den2D Losungervergleichen.

DasMach 3 Wind Tunnelwith a StepProblem,auchProblemder einspringendeicke
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Abbildung 7.3: Dreiecksgitter der einspring enden Ecke.
Abb. 7.3 zeigtlinks dasMakro-Gittermit 126 ElementenRechtsist dasGitter mit 252 Elementermach
einerglobalenVerfeinerungzu sehenBei einerVerfeinerungwird jeweils in der Mitte derlangsterKante
einesDreiecksein neuerKnoteneingefigt. Gerechnewurdeauf 258048Elementer(11 globaleVerfeine-
rungen)beim MUSCL Verfahrenund 1.032.192Elementen(13 globale Verfeinerungenpeim Verfahren
ersterOrdnung.

Abbildung 7.4: Partitionierung des Gebietes.
Abb. 7.4 zeigtdie PartitionierungeinesRechteckgittersit 16128Elementerin 64 Teilgebiete Gerechnet
wurdeaberaufbis zu 128 Prozessoren.

oderForwardFacingStepgenanntjst folgendesDasGebietist
Q = ([0.0;3.0] x [0.0;1.0] x [0.0;1.0]) \ ([0.6;3.0] x [0.0;0.4] x [0.6;1.0]) .
Als Anfangswertgyeltenim ganzerGebiet

po(x,y,2) = 1.4, (ur)o(z,y,2) :== 3.0, (u2)o(z,y,2) := 0.0,

(Ug)()(l', Y, Z) :=0.0 ) pO(J/‘: Y, Z) = 1.0.
Darauseigebensichdie andererAnfangswerteinsbesonderdie Machzahlm = 3.0.
DieseWerteflieRenuberdie linke Kante

{(z,y,2) e R* | 2 =0.0 Ay € [0.0; 1.0] A 2z € [0.0;1.0]}
zujederZeit t weiterhinein. Auf derrechtenSeite
{(z,y,2) € R® |2 =3.0 Ay €[0.0; 1.0] A z € [0.0; 1.0]}

hatmanAusflussbedingungen denubrigenRandernkannmanz.B. Reflektionsrand-
bedingungemderundurchéssigevande(n,u; + nyus + ngus = 0) annehmen.

Die hier gezeigterAbbildungenzeigendie Ergebnissaler Rechnungemuf Hexaedern.
Dabeiwurdendie Verfahrenauf einem”SharedMemory” Rechnerparallelisiert.Die
Losungerzeigendie Dichteauf Schnittebenen.
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Abbildung 7.5: Dichte mit Verfahren erster Ordnung.

é : -

Abbildung 7.6: Dichte mit Verfahren héherer Ordnung (MUSCL).

Abbildung 7.7: Rechtecksgitter .
Abb. 7.7 zeigtlinks dasMakro-Gittermit 63 ElementenDabeiist Az = Ay = 1/5. Rechtsist dasGitter
mit 252 ElementemacheinerglobalenVerfeinerungzu sehenBei einerVerfeinerungwird jeweilsin der
Mitte einer Kante einesQuadratsein neuerKnoten eingefigt. Gerechnetvurde auf 129024Elementen

(5 globaleVerfeinerungenbpei DiscontinuousGalerkindritter Ordnungund 258048Elementer(6 globale
Verfeinerungenpei DiscontinuoussalerkinzweiterOrdnung.

Abbildung 7.8: Dichte mit Discontin uous Galerkin Verfahren zweiter Ordnung.
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Abbildung 7.9: Dichte mit Discontin uous Galerkin Verfahren dritter Ordnung.

Abbildung 7.10: Druck mit Discontin uous Galerkin Verfahren dritter Ordnung.

Abbildung 7.11: Hexaeder gitter .
Abb. 7.11zeigtdasMakro-Gittermit 327 ElementenDabeiist Az = Ay = Az = 1/5. Bei einerglobalen
Verfeinerungwird ein Hexaederin 8 Hexaedergeteilt. Die Rechnungemvurdenmit 1.339.392Elementen
(4 globaleVerfeinerungenyemacht.
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-
_

Abbildung 7.12: Dichte mit Verfahren erster Ordnung.
Abb. 7.12zeigtdie Dichte zum Zeitpunktt = 0 auf vier SchnittebenerDie Schnittebenesinddurchdie
Gleichungn, + ny + n, + d = 0 gegebenHier wurden, = n, = 0,n, = 1 undd = 0.0,0.3,0.6,0.99
gewahlt.

«

Abbildung 7.13: Dichte mit Discontin uous Galerkin Verfahren zweiter Ordnung.

= =
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Abbildung 7.14: Dichte mit Discontin uous Galerkin Verfahren dritter Ordnung.
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Kapitel 8

Visualisierung zeitabh angig er
Vektorf elder mit Textur Transpor t

In diesemKapitelwird eineAnwendungder DiscontinuousGalerkinVerfahrengegeben.
Eswird eineneueVisualisierungsmethodéir zeitabtangigeVektorfeldevorgestellt.:

Am AnfangdieseKapitelswerdenschonexistierendeMethodenzur Vektorfeldvisuali-
sierungvorgestellt.DieseVerfahrenweisenjedochSchwachenauf, d.h siesindzumTeil
nur auf statiorare und nicht auf instatiorare VektorfelderanwendbarDannwird unsere
neueMethodeausfihrlich vorgestellt.Bei dieserMethodewird ein vorgegebenedluster
in einemGeschwindigkitsfeldtransportiert.

Dasdaraugesultierenddransportproblenwird mit demDiscontinuoussalerkinVerfah-
renzweiterOrdnungin derskalareriVersionberechnet.

8.1 Einleitung

Vektorfeldvisualisierundyesonderdie DarstellungderGeschwindigkitsfeldervon CFD-
Rechnungenst einesderfundamentaleiele wissenschaftlichevisualisierung.

Die einfachsteMethode, Vektorfelderdarzustellenjst das Zeichnenvon Vektorpfei-
len an Knoten einestiber das Rechengitteigelegten VisualisierungsgittersDiese Me-
thode gibt einen Uberblick zu einem festem Zeitpunkt, hat also keine Information

1Uber diesesThemaist auchein gemeinsameArtik el "V isualizationof time-dependentelocity fields
by texturetransport’[5] mit Martin Rumpfverodffentlichtworden.



110 KAPITEL 8. VISUALISIERUNG ZEITABHANGIGER VEKTORFELDER
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Abbildung 8.1: Vektorpfeilezu einemfestemZeitpunkt

Abbildung 8.2: Zoom in die Wirbelzone hinter dem Hindernis.

Die Abbildungen8.1und 8.2 zeigenVektorpfeilezu einemfestenZeitpunktin der Kar-
manscheWirbelstralie.
Das Ziel dieserArbeit ist es, eineintuitivere und besseréMethodeder Darstellungzu
entwickeln. Seiein Vektorfeldv : Q x RS — IR" fur ein Gebiet() C IR" gegebenDer
zugeldrige Fluss¢ : Q x Rf — € wird beschriebemlurchdasSystemgewohnlicher
Differentialgleichungen

Op(z,t) = v(o(z,1),1)

mit Anfangswertem(z,0) = x; .

Zum bessereiVerstindniswollen wir zuréchsteinigeDefinitionentreffen.
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Sei0 < t, < t, < t.. In denfolgendendrei Definitionensei ein Vektorfeld v(x, t)
furx € R? undt € [0,t.] gegebenWir betrachterdie in denfolgendenDefinitionen
definierterMengenim Intenall [¢,, t,].

DEFINITION 8.1.1 (Partikelbahn) (BahnlinigPartikelverfolgung)
Gaebenseiein zeitablangiges \ektorfeld.Es werdendie Positioneneines Partikels zu
verschiedenen, aufeinanderfolgndernZeitpunkterdargestellt.

M = {x(t) | X'(t) = v(x(t),t) mitx(t,) = xo fUrt € [t,,t;) undxo € R?} .

DEFINITION 8.1.2 (Stromlinie) (Streamline)

Gaebensei ein statiorares Vektorfeld.Bei einemzeitablangigen Vektorfeldbetrachten
wir das\ektorfeldzu einemfestenZeitpunkt.Es werdendie Positioneneines Partikels
zu verschiedenen, aufeinanderfolgndenZeitpunkterdargestellt. D.h. bei statior&ren
\ektorfeldernst Partikelbahnund Stromlinieidentisd.

Seiv(x(1)) := v(x(¢),t) furt € [0, t.] fest.

Betrachtedie Menge

My == {x(s) | X'(s) = v(x(s)) mMitx(t,) = xo fUr s € [t,, 1] undxo € R?}.

DEFINITION 8.1.3 (Streic hlinie) (Streakline)

Eswerdenin regelmaligenkurzenZeitabsinden(oderaud kontinuierlich) an einerbe-
stimmterttelleder SttomungPartikel "injiziert” unddie zueinem Zeitpunkigehbrenden
Positionender verschiedenen Partikel dargestellt.?

Betrachtedie Menge

M; = {XT(tb) | V1 € [ta,tb] undt € [T, tb]
losex! (t) = v(x,(t),t) mitx,(7) = xo fir xo € R?}.
Spot Noise

EineersteMethodezumVisualisierereines(statioraren)Vektorfeldesnit Hilfe von Tex-
turenwar die SpotNoiseMethodevon vanWijk [66].
Zunachstwollenwir denBegriff Textur definieren:

DEFINITION 8.1.4 (Textur)
Eine Textur ist stetseineFunktion

T:N—=L.

Dabeiist L die Menge der moglichen Grau- oder Farbwerteder Textur. Haufig ist der
Definitionsbeeich der Textur diskretisiert:

2Die BezeichnungStreichlinie” riihrt daher dassmanPartikel beobachtemochte,die mit einemPin-
selstrich auf derFlussigleit angebrachivurden.



112 KAPITEL 8. VISUALISIERUNG ZEITABHANGIGER VEKTORFELDER

N = [0, 1] x [0,n,] € N,

Die Position (i, j) heif3tim ZweidimensionaleRixel.
In 3D qilt
N =[0,n,] x [0,n,] x [0,n,] C IN?.

Die Position (i, j, k) heif3tim DreidimensionaleVoxel.

DEFINITION 8.1.5 (Spot)
Ein Spotist gegebendurch folgendeFunktion:

Spot: N — {0,1}.
Dabeireprasentiertl die Farbe WeiRund O die Farbe Sthwarz.

Abb. 8.3 zeigtin dererstenZeile solcheSpots.
Ein SpotNoiseBild entstehdanndadurchdasseinebestimmteAnzahlvon Spotseines
Durchmessersbereinandegelagerwerden.

TG, j) = 0.0 ,fallsPixel (4, 7) vonkeinemSpotgetrofenwird (k = 0)
“1)= s+ ,fallsPixel (4, 7) vonk Spotsgetrofenwird (£ > 0)

ErgebnissalieserMethodesindin Abb. 8.3zu sehen.

Diese Spotskonnennatirlich durch ein beliebigesMuster daigestelltwerden.Speziell
zur Visualisierungvon Vektorfeldernsind bei van Wijk [66] zwei Variantenzu finden.
Die ersteverwendetzur Definition desSpotseine Ellipse, derenlangereAchseparallel
zum Vektor v ausgerichtetst (sieheAbb. 8.4). Bei der zweitenVariantewerdendie
Spotsentlangder durchdasVektorfelddefiniertenStromlinienbewegt. Beide Varianten
schlieRersichnatirlich nichtaus.

Line Integral Convolution

Cabralund Leedom([7] stelltenfir statioréire Vektorfelderdie Linienintegralfaltungs-
methode(Line Integral Convolution, LIC) vor. DiesesVerfahrenwurde von Hege und
Stalling[60] sehrstarkverbessertFastLine Integral Corvolution, FLIC). Diesezurachst
einmalnurin 2D und auf Ebenenschnittem 3D bei statiorarenVektorfeldernfunktio-
nierendeMethodewollenwir kurz vorstellen.

Wir betrachterein statioraresVektorfeld,dasdurcheineAbbildungv : IR? — IR? gege-
benist. EineIntegralkure oderauchStromlinieist ein Pfad o (u), dessermangentialek-
torenin einemfestenPunktmit demVektorfeldin diesemPunktibereinstimmen.

d
%a(u) =v(o(u)). (8.1)
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Abbildung 8.3: Spots und spot noise .
Abb. 8.3 zeigtin der erstenZeile Spotsmit einemDurchmessevon 5,20,100Pixeln. Die Bilder in der
zweitenunddritten Zeile sind mdgliche Ergebnisseron "spot noise”. In der erstenSpaltesiehtmanUber
lagerungernvon Spotsmit Durchmesseb Pixel (1,15000,2200@pots).In der zweiten Spaltesiehtman
Uberlagerungemon Spotsmit Durchmesse20 Pixel (1,1000,2500pots).In derdritten Spaltesiehtman
Uberlagerungemon Spotsmit Durchmesset 00 Pixel (1,120Spots).

Wie jederPfadkanno(u) parametrisiertverdendurcheinestetige monotonwachsende
Funktion,ohnedabeidenVerlaufunddie OrientierungzuwechselnHier nehmerwir die
ParametrisierungachderBogenknges.

Mit & =| y(o(u)) | haberwir

d dod
%0(8) = d_zd_z = |Z—| =: f(o(s)) - (8.2)

DieseReparametrisierunigt natirlich nur dort gultig, wo | v | nicht verschwindetUm
eineStromliniedurcheinenPunktz, zu finden,miisserwir die gevohnlicheDifferenti-
algleichung8.2) mit Anfangswertew (0) = z, l6sen Eskanngezeigwerdendassine
eindeutigel 6sungexistiert, wenndie rechteSeite f einerLipschitz-Bedingungyerigt.
Dies folgt ausdem Existenz-und Eindeutigleitssatzvon Picard-Lindebf. Dazu muss
v # 0 seinundv mussbeschanktsein.

Gegebenseinun eine Input-Textur 7 : Q c R? — IR. Wir nennendie Input-Textur
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Abbildung 8.4: Vektorpf eil und Ellipse als Spot.
Abb. 8.4 zeigteineEllipseals Spot.Die langereAchseder Ellipseist parallelzumVektorv ausgerichtet.

Abbildung 8.5: Weilzes Rausc hen Uber das Gebiet gelegt.

weiResRauschenyenn sie eine Normalerteilungvon Grauwertenin [0, 1] ist (siehe
Abbildung8.5). Fur jedenPunkt(Pixel einesBildes) hatmaneinenintensititswert.

Um dasgegebenevektorfelddarzustellengehtmanfolgendermaliemor. Man bestimmt
die IntensiitaneinemPunktz, = o(s,) durch

I(zy) = / k(s — s0)T(0(s))ds . (8.3)

o—L

Dabeiist k£ ein Faltungslern,dergenvdhnlichvom Gauss-yp oderBlock-Typ ist undhier
Filter-Kerngenanntvird. L ist die Langeder Stromlinieundwird Filterlangegenannt.
Wennwir k(s) = 1 setzengrhaltenwir

I(z) = / T(o(s)ds = —— 3 T(x)

1 T+l

mit z; = x(s¢ + ih;). Dabeiist h, der Abstandzwischernzwei Pixeln.
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Wir betrachterzwei Punkte,z; = o(s;) undzy = o(sy), auf der gleichenStromlinie
undnehmeran,dassdiesePunktesehrnahbeieinandeliegen.SeiAs = s, — s;. Ange-
nommenwir hattendie Intensiéit I (z;) amPunktz; schonberechnetdannkdnnenwir
die Intensitit I (x2) amPunktz, sehreffektiv darauserechnenBei der Integrationwird
namlichUberfastgenaudenselbereil integriert. Auf dereinenSeiteder Stromliniefallt
ein Stiick weg undaufderanderereiteder Stromliniekommtein Stiick hinzu.
Gleichung(8.4) zeigtdiesfur dennormiertenFilter-Kern.

s1—L+As s1+L+As

T(o(s))ds + / T(o(s)ds.  (8.4)

s1+L

Iax) = 1) - [

s1—L
Hierdurchhabendie PunkteaufeinerStromlinieeinesehrstarke Korrelationzueinander
Weichtmanjedochnur ein wenigvon diesereinenPartikelbahnab, so habendie Punkte
keineKorrelationmehrzueinandemveil tibereinenvollig anderemBereichintegriertwird.
Abbildung8.6 verdeutlichtdies.

Abbildung 8.6: Zwei Partikelbahnen eines station aren Vektorf eldes.

Abbildung 8.7 zeigtdasErgebnisder LIC-Visualisierungsmethodal einemfestenZeit-
punktderKarmanschefVirbelstral3e.
DieseVerfahrenarbeiterzunachsteinmalnur fir statiorareVektorfelderundauchnurin
2D bzw in 3D auf Ebenenschnitten.

Eine ErweiterungaufbeliebigeOberfiichenin 3D istin [3] zufinden.

Particle Tracing

Will manein zeitablangigesGeschwindigkitsfeldin 2D oder3D graphischdarstellen,
soist dasPartikel Tracingein sehroft eingesetzte$Verkzeug Leider erhalt manimmer
nur InformationeniberwenigePartikel. Man erhalt alsonurlokale AussagenAbbildung
8.8zeigtdies.
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Abbildung 8.7: Ergebnis mit der LIC-Visualisierungsmethode
Abb. 8.7wurdeerzeuginachdemAlgorithmusvon Hege und Stalling[60].

UnsereneueMethode die Textur TransportMethode weistdieseEinschankungemicht
auf. Sieist ein globalesPartikelverfolgungserfahrenfur zeitabtangigeVektorfelder Im
folgenderwerdenwir dieseMethodebeschreiben.

8.2 Lagrang e Koordinaten und Transpor t Gleic hung

Geschwindigkitsfelderin numerischerSimulationensind meistensgegebenin einem
raumlichfixiertenEulerKoordinaterSystemwobeidie physikalischeBedeutunglerbe-
wegtenTeilchenin einemLagrangeSinnegesehenverdenkann.DieseBeobachtungst

der Ausgangspunktieler verschiedeneYisualisierungstechnén.Die Methode die wir

vorstellen stellt LagrangeKoordinaterdar, wobeieineTexturabbildunggdie ein vorgege-
benegviustervom LagrangeKoordinatensysterauf ein Euler Koordinatensysterabbil-

det, benutztwird. Seinun) C IR? ein Gebiet,dasdasStromungsgebiebeschreibtmit

einemEinflussrand™* C 99 undeinemAusflussrand™~ C 99. Weiternehmerwir an,
dassdie Geschwindigkitenv : Q x [O,T] — IR? bis zu einerfixierten Zeit T’ gegeben
sind.In denAnwendungemwird dieseGeschwindigkit durcheinenumerischesimulati-
on (Euler oderNavier-Stokes-GleichungenjegebenDieseBerechnunglesGeschwin-
digkeitsfeldeskann simultanzum Texturtransportgeschehemder die Werte werdenin

Dateiengeschriebenyelchespatervom Texturtransporeingelesenverden.Der Textur-

transportwird auf demgleichenGitter wie die numerischeSimulationberechnetinter-

pretiererwir nundie KoordinatenX aufdemEinflussrand™*, respekive die Einflusszeit
T als abhangigeGrofien,die mit dem Geschwindigkitsfeldtransportiertverden.Dann
ist die Bewegungdurchdie folgendeTransporiGleichungdfir eineDichte p (dieseDichte
ist unablangigvon derDichtederEuler oderNavier-Stokes-Gleichungenjegeben:

op+v-Vp = 0 InQ,

p = pr auflt. (8.5)
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Abbildung 8.8: Partikelbahnen im zeitabh angig en Vektorf eld.
Abb. 8.8 zeigtvier Partikelbahnenm zeitablangigenvektorfeldder KarmanscheWirbelstralReDie Lage
dervier PunkteaufderPartikelbahrgibt die PositiondesjeweiligenPartikelszudembetrachtete@ eitpunkt
an.

vy

| 4

Dabeiist p = X fur pr = X aufI'*, respektve p = T fur pr = T aufI'". Auf dem
Ausflussrand™™ musskeineRandbedingungnggebenwerdenfallsv - v > 0 fur alle
Zeiten.Hier ist v die ausseré&NormaledesGebiets2. DieserTransporkanninterpretiert
werdenalseinsimultanesindglobalesPartikelverfolgungserfahren Auf derStreichlinie
z(t) istdie Losungp derobigenTransporGleichungkonstantweil & (t) = v(x(¢), t) und

%p(x(t),t) = Op(x(t),t) +2(t) - Vp(x(t), 1)

= 0.

Deswea@ensind Punktemit konstantemX Wert auf der Partikelbahn,die an Position X
auf I't startet,angeordnetAnalogindiziert ein konstantefl” Wert die Flache(in 3D, in
2D die Kurve), die dasBild der zugeftorigenFlache(in 3D, in 2D der Kurve) auf dem
EinflussrandunterdemFluss¢(-, T') ist. In diesemSinnekonnenX, T als Funktionen
aufQ x [0, 7] als LagrangeKoordinatengdie die Bewegungvon Teilchen,die durch'
geflossersind, beschreibenhetrachtetverden.Partikel, die friiherins Sttomungsgebiet
geflossersind,werdennicht betrachtet.

Die TransporiGleichungist ein gut-gestellte®roblemfir die beschriebeneAnfangsbe-
dingungenFallsjedePartikelbahndie aneinerPositionin 2 startetdasGebietverlassen
hat, hangtdie Losungp nicht langervon diesenAnfangswerterah Fur moderatéNVer-
te von 7' kann dies nicht der Fall seinund filr einige Anwendungerist besonderslie
AnfangsphasderphysikalischerSimulationvon grof3erBedeutung.
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Zusammengefsstmissenwir in 2D folgendezwei Gleichungerldsen:Sei X : IR? x
Rt - R, T : R? x R"™ - Rundz = (z1,z). FUr denEinflussrandgelte z.B.
{z | 1 = const} (vergleicheAbbildung8.9),dannlautendie beidenGleichungen:

x2 Einflussrand
A ,/

O

-
X 1
Abbildung 8.9: Lage des Einflussrandes bei der Karmansc hen Wirbelstralie .

OT+v-VT = 0 inQxR*™,

T(z,t) = t aufl’'* xR*, (8.6)
T(z,0) = 0 inQ
und
X +v-VX = 0 inQxRH,
X(z,t) = 1z, auflt x R*, (8.7)
X(z,0) = 0 inQ.

Abbildung 8.10: Isolinienbild der Komponenten X und T zu festem Zeitpunkt.
Abbildung 8.10zeigt links ein Isolinienbild der X Komponentezu einemfestenZeitpunkt.Hier sind die
Isolinien Streichlinien Rechtsst ein Isolinienbildder T Komponenteu einemfestenZeitpunktzu sehen.

Abbildung8.10zeigtLosungerderbeidenGleichungern(8.6),(8.7)zu einemfestenZeit-
punkt.DiesebeidenBilder wollenwir nungeeignetin einemBild kombinieren.



8.3. TEXTUR VISUALISIERUNG 119

Dazumilsserwir ein geeignetesusterim TexturraumI'* x [0, T definieren.

8.3 Textur Visualisierung

NachnumerischeBerechnungler beidenTransportproblembabenwir fur alle Punkte
z € Q undalle Zeitent € [0,7] Werte X, T vorliegen.DieseWerte X, T" wollen wir
benutzenum einvorgegebenedusterauf unserRechengebie® abzubilden.

R phys. Raum
A
(x.1)
C
7 - R
XT
]];{ /
A (X0, T(x,1)
/‘ Texturraum
| { =R
C
\ C(X{x,1),T(x,1))
[ > & ] Farbraum
R

Abbildung 8.11: Eine Skizze der Abbildung vom Texturraum in den physikalisc hen
Raum Q.

Esgibt einigewiinschenswertBigenschaftengie durchdie strukturelleDarstellungder
LagrangeKoordinaterverwirklicht werdensollte.Die Darstellungsolltesimultandie Zeit
undEinfluss-KoordinaterkodierenWeiterhinsollteeinelangeZeitanimationderbeweg-
ten Teilchenmoglich sein. Deshalbmussdie Textur periodischin 7' sein. Auch sollte
manin detailiertereRegionenhochskaliererkonnen.Also mussdie Textur eine Skalier
barkeitseigenschaftabenDieseAnforderungemwerdendurchfolgendeKonstruktionder
Textur gesichert:

e Wahleein weiBesRauscherauf einemgerasterteiGebiet[0, 1]2. Diesist gegeben
durcheineFunktion F' : [0,1] x [0,1] — [0,1]® , wobeider Vektor F(z;, z5) =
(y1,92,y3)T denFarbwerteinesPixel bezeichnetDer Vektor (i1, i, y3) bestimmt
denRGB-Wert (R=rot,G=giin,B=blau)diesesPixels. Da wir zurachstnur Grau-
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Abbildung 8.12: Erzeugung der Input-T extur (Teil 1).

wertezulassengilt y, := y; undys := y;, wobeiy; € [0,1] durcheinenZufalls-
zahlenalgorithmubestimmiwird (vergleicheoberenTeil von Abb. 8.12).

e DiesegGebietwird dupliziertunddreimalin z;-Richtunggeshiftet(vergleichemitt-
lerenTeil von Abb. 8.12).

e Benutzedie LIC -ahnlicheFaltung entlangder z; Komponentemit einemVek-
torfeld (vy,v2) = (a,0) Mit 0 < a < 1. Als Ergebniserhaltenwir eine LIC-
Textur diesesGeschwindigkitsfeldegvemleicheunterenTeil von Abb. 8.12).Dies
ist gegebendurch eine FunktionG : [0,1] x [0,1] — [0,1]* , wobei der Vek-
tor G(z1,72) = (vy1,%2,y3)” den FarbwerteinesPixel bezeichnetWieder gilt
11 = y2 = y3 (vergleicheunterenTeil von Abb. 8.12).

e Nehmeden mittleren Block ausdem DreierBlock hinaus.Dieserist nachKon-
struktionperiodisch(vergleicheoberenTeil von Abb. 8.13).

e Obwohl wir in dieserTextur schoneine Korrelationentlangder z; Komponente
habenwollen wir die AussagekraftlieserTextur nocherhdbhen.Durch Einfarben
konnerwir einezweiteskalareKomponente z.B. denDruck,darstellenAlternativ
konnenwir die BewegungderTeilchenbessedarstellenDesweenwird die Textur
mit Grautondurcheinezeitperiodisché&-arbung erweitert(siehemittlerenTeil von
Abb. 8.13). Die Farlung ist gegebendurch eine Multiplikation von zwei RGB-
Werten DerRGB-Wert (yy, y2, y3) derLIC-Textur wird multipliziert mit demRGB-
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Abbildung 8.13: Erzeugung der Input-T extur (Teil 2).

Wert (21, 20, 23) der Farbe.Day; = yo = ys gilt, ist der resultierendd=arbwert
(?JlZl, Y122, ?J123)-

e DieseTextur ist nachKonstruktionperiodischin z; — undz,— Richtung.Um dies
zuverdeutlichenwird dieseBlock mehrmalskopiert(sieheuntererreil vonAbb. 8.13).
Wir erhaltereineTextur UiberIR? mit einerfixiertenRasterungDieseFunktionnen-
nenwir H : R x R — [0, 1]>.

e Abhangendson derProjektionvon Welt- zu Bildschirm-Koordinaterskalierenwir
die berechnetehagrangeKoordinatenX und7’ mit einemFaktor A. Sei )\, eine
Anfangsskalierungdie von der GroRedes GebietsQ) x [0, 7] abtangtund s =
(det P)3 , wobei P die 3 x 3 Projektionsmatrixdie denlinearenTeil deraffinen
Abbildungvon Welt- zu Bild-K oordinaterbeschreibtdannist \:=), s eineakzep-
tableWahlfur denSkalierungsdktor.
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e Schliesslicterhaltenwir als Texturkoordinatem X, AT'. D.h. nachBerechnungon
X, T furalle Zeitent € [0, 7] wertenwir H (AT, A\X) aus.

Zusammengeisstergibt sichfolgendesPrinzip fur die Erzeugungler Textur Transport-
Bilder. SiehedazuAbbildung8.11.Die beidenTransporiGleichungen(8.6),(8.7)liefern
fur alle Zeitent € [0, 77 fur alle Punkte(zy, z,) € Q Werte X (x4, 25, t) und T (zy, 2, ).
Dadurchist eine Abbildung vom physikalischerRaumin densogenannteiexturraum
definiert. Durch eine weitere Abbildung C' wird nun jedem Punkt des physikalischen
Raumesin Farbwertzugeordnet.

Durch dieseKonstruktionhangtdie resultierendélextur auf Q zur Zeit ¢t € [0, 7] stetig
von ¢t abund die Skalierungvon A. Weiterist dasresultierendéviusterunabl&ngigvon
dieserSkalierung.

Bei dieserArt der Konstruktionder Textur ist die 7" Komponenteler LagrangeKoor
dinatenzweimalrepiasentiertdurch die periodischeStrukturder Textur und durchdie
Farbung.

DieseArt der Textur fuhrtein den Anwendungerschonzu respektablerErgebnissen,
dochwollten wir noch weiter gehen.Die 7' Komponenteder Textur wollten wir dazu
benutzeneinenZuverlassiglkitsparametdiir die numerischefRechnungedarzustellen.
Im folgendenrsoll die KonstruktiondieserfTextur beschriebewerden Obwohl wir fir den
Texturtransporein Finite VolumenVerfahrenhohererOrdnungbenutzenist die Losung
mit einigenurvermeidbareriehlernversehenZunachsteinmalist schondie ausCFD
Rechnungemesultierende&srof3ev mit einemFehlerversehenDieseGrol3everwenden
wir in unseremumerischeransporterfahren.Durch Viskositat im numerischen/er-
fahrenerhaltenwir einenzusatzlichenFehler Die Textur soll mdglichstso beschakn
sein,dasssie einenscharfenreil besitzt,denwir auf Bereicheabbildenjn denenwir uns
der Gute der Losungsichersein kdonnen,und einenausg&aschenemTeil, denwir auf
Bereicheabbildenwollen, wo wir keine sichereAussagezur Gute der Losungmachen
konnenWir berbtigenalsoeinenFehlerindikatormit demwir einenFehlerin Raumund
Zeit messerkonnen.DiesesMaR nennerwir 5(X (z,t), T(x,t)) mitz € Q, ¢t € [0,7]
undbetrachteresals Funktionim linearenFinite ElementeRaum.Wir benutztemundie
n(X,T) Informationfur die ErzeugunglesVektorfeldbildesln Bereichenwo (X, T)
klein ist, ist die numerischd.dsungder TransportGleichungzuwverlassigund deswgen
wird im scharferTeil derTextur abgeriffen.Dort,wo n(X, T') grofist, ist die Bedeutung
derTextur unklarund machtmoglicherweise&keinenSinn.

Essoll alsoeinezweidimensional@extur 7 (x1, z2) erzeugwwerdenDie eindimensionale
Textur 7(0, -) stellt einenscharfenUbegangvon Graubnendar Die zweidimensionale
Textur wird auseinergegebenerindimensionalesoerzeugtdasin z;-Richtungvonden
unterschiedlicherisraubnenzu einemEinheitsgrautorfir alle z, Ubegegangenwird.
Wenn man die Annahmemacht,dassdie Farbe Weil3 durch den numerischenNert 1
und die FarbeSchwarz durchdennumerischerWert 0 beschriebenvird, sowerdendie
verschiedenste@raustuferdurchWertec [0; 1] beschrieberDer Einheitsgrautoiesitze
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denWert 0.5. Fur festesp sei der Wert 7 (0, p) durch einenZufallswertr(p) € [0;1]
gegeben(sieheAbbildung8.14).

T(X4,P)
A

() T
0.5 +

Abbildung 8.14: Eine mdglic he Funktion m(z1,p).

Fur Wertez; < k sein(z1,p) = r(p) undx; > [ sein(zy,p) = 0.5. Fur z; € [k;l]
wird durcheinenkubischerSplineinterpoliert.Diessomgt schonfiir eineAuswaschungn
z1-Richtung.Eineebenélls wiinschenswertduswaschungn z,-Richtungwird dadurch
realisiert,dassfur grofRerwerdendes:; UbereinengrofRerenz,-Bereichgemitteltwird.
Abbildung8.15zeigtdasErgebnis DieseTextur ist wiederskalierbar

Nehmenwir an,dassn(X,T’) eine Funktionmit Wertenin [0, 1] ist. Kleine Werteindi-
zierenkleine Fehlerund Werte naheder 1 indizierengro3eFehlerund somitkeine Zu-
verlassigleit dernumerischetiergebnisseDannnehmerwir (n, AX) als Texturkoordina-
ten,welchevom TexturraumaufdasNumerikgitterabgebildetverden Zusammengeisst
ergibt sichbeidieserArt der Textur: NachBerechnungon 7', X furallez € Q undalle
Zeitent wird fur allez € Q undalle Zeitent der Fehlerindikatom (X, T") berechnetind
die erzeugteTextur (x1, z5) durchm(n(X,T), AX ) ausgevertet(vergleicheoberenTeil
von Abbildung8.15).

Fur die Einfarbungder Textur betrachterwir eineFunktionC, : R — [0, 1]3, d.h.jedem
reellenWert wird ein FarbwertzugeordnetHier wird nun Cy bzgl. T" ausgevertet,d.h.
wir sucherCy(T).

Danachwerdendie RGB-Wertevon (n(X, "), AX) mit C2(7") kombiniert.
EinemoglicheFunktionn kannmanbzgl.desGradientervon X konstruierenZusatzlich
wird die Komponentel’ nochuiberpiift. In denRegionen,in denenl” < e mite > 0
(e =~ 107%) gilt, ist nochnichtsins Gebiet’hinein geflossen’Deshalbwird auchin diesem
Teil die Textur in demausg&ascheneBereichabgeriffen.

Sei| VX |€ [a1, 0] undsei[a, b] C [a1,b;]. Dannseiz.B.

1.0 ,falls | VX |<aoderT < e
nX,T)=4 1-7=(| VX |—a) ,falls|VX |€a,b]
0.0 ,falls | VX [> b
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-T

Abbildung 8.15: Fundamentale Zelle des Texturraums mit dem ausgewaschenen
(blurring) Teil und eine Farbskala zum Kodieren der Zeit.

8.4 Numerisc hes Transpor t Schema

NumerischeVerfahrenfir hyperbolischeErhaltungsgleichungesind immer mit einer
gewissennumerischerViskositat versehenDies hat ein Verschmiererer numerischen
Losungsstruktueur Folge. Diese Pranomeneauchennicht nur bei Schocks,sondern
auchbei linearenTransportgleichungeauf. Bei VerfahrenhtohererOrdnunghatmanes
eventuellmit Oszillationerzu tun. Geradeaberbei demTexturtransporterfahrenals An-
wendungsbeispiavirdezuviel Viskositat die EntwicklungderinteressanteStromungs-
musterzerstren. Deswgen verwarfenwir nachkurzenTestsdie StandardFinite Vo-
lumen VerfahrenersterOrdnungund wahltenals VerfahrenhdhererOrdnungdie Dis-
continuousGalerkinVerfahren,die wir in dieserArbeit ausfihrlich bearbeitehabenals
numerische.dserzum Losenvon Gleichung(8.5). Dieseweisensehrviel wenigernu-
merischeViskositat als anderel dserauf. Die numerischerOszillationenwerdendurch
einenLimitierungsschritinachjedemZeitschrittvermieden.n aller Kirze werdenwir
nunnochmaldie DiscontinuoussalerkinVerfahrenbeschreibenyeil manhier eventuell
(wenndasVektorfeldnicht divergenzfreiist) einerechteSeitezu betrachternat.

Nehmenwir an,dassM einunstrukturiertesitterist, dasdasRechengebie® tberdeckt
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undausregularenElementenk; fur i auseinerindexmengel ,, bestehtAuf diesemGit-
terfuhrenwir denRaum) derstiickweisegpolynomialenFunktionendie nicht zwingend
stetig Uberdie Kantensind, ein. Dannbetrachterwir die Transportgleichung8.5), ge-
schriebenn Erhaltungsform

0 : .

ap-i—dlvf(p) = pdivw,

wobei f : IR — IR" durch f;(p):=v;p gegebenist. Multipliziert manmit ¢y € ¥ und
integriertuberE € M, soerhalt man

%[Epw+/Edivf(p)w=/Epdivvw-

Nachpartiellerintegrationerhaltenwir

0 :
5 [ovs [ 10 -vv= [ pdvoit fve.

Wir ersetzerdenFlussf(p) - v, derdenFlussuberdie Kantenvon £ beschreibtdurch
g(p~, p*), wobeip~ undp* diestickweisgpolynomialenabereventuellunstetigerfFunk-
tionenp in E bzw. in E, dergegeriiberliggenderZelle von E, sind.

Dabeiist

g(p;p) = flp)-v
glp=,p") = —glp,p7).

Soerhalterwir diein dieserArbeit beschriebeneDiscontinuoussalerkinVerfahren Als
numerische~lussfunktionnehmenwir die von Engquist-Oshe[24]. Die Zeitableitung
diskretisiererwir durch ein Runge-Kitta Schema[55]Durch VerwendungeinesLimi-
ters(sieheAbschnitt4.8.1)werdenkinstlicheOszillationenin der numerischer.osung
ausgeschlossen.

In dieserAnwendungemmabenwir die Funktionerp = 7', X aufjedemVolumenE durch
einelineareFunktionapproximiert Abbildung8.16zeigteinenVergleichzwischereinem
VerfahrenersterOrdnungundeinemDiscontinuousGalerkinVerfahrenhdhererOrdnung
beiderKomponenteX.

8.5 Beispiele in 2 Raumdimensionen

Zunachstbetrachtenvir deninkompressibleffrlussumein zylinderformigesHindernisin
einemrechteckigerKanal.DasModell ist durchdieinkompressibleNavier-StokesGlei-
chungengegeben.Bei moderaterReynoldszahlererwartenwir das Strtomungsbildder



126 KAPITEL 8. VISUALISIERUNG ZEITABHANGIGER VEKTORFELDER

Abbildung 8.16: Ein Vergleic h zwisc hen Verfahren erster und héherer Ordnung fr
den numerisc hen Transpor t der X Komponente .
Dabeiwerdenlsolinienim physikalischerGebiet(2 zu einerfestenZeit betrachtet.

KarmanschehVirbelstralReDie numerischeeschwindigkitenw, diewir fur die Trans-
portgleichungemerbtigen,wurdenvorhermit einergemischterrinite ElementMethode
mit quadratischeAnsatzfunktioneritir v berechnef2]. Um die Gute der Transportglei-
chungzu verbessernyurdejedesDreieckdesRechengebiet 16 Dreiecle zerlegt und
dannmit derDiscontinuousalerkinMethodedie X, 7" KoordinaterberechnetAbb.8.17
zeigt zu verschiedeneiZeiten die Entwicklung. Abb. 8.18 zeigt die Skalierbarlit der
Textur zu einemfestenZeitpunkt.

DasnachsteBeispielist ein ProblemohneEinfluss-und AusflussrandEin interessantes
Beispielist die BEnardKonvektionin einerrechteckigerBox, die von untenerhitztund
von obengekilhlt wird. Die Formationder Kornvektionsrollenwird einenAustauschder
TemperatuvornehmenWir definiereneineinnereLinie L als kunstlichenRandfur das
TransportproblemDabeiwird in Abhangigleit von v - v der Einfluss-undAusflussrand
festgelgt. Abb. 8.19zeigtdasErgebnisdesTexturtransporkzuverschiedenegeiten.Der
graueBereichist nichtim Bild derLagrangeKoordinatenDesweensetzerwir hierden
Fehlerindikatom(X,T) = 1 furxz ¢ X (L,1).

DasnachsteBeispielist der Texturtransporfiir eine kompressibleStrtomung,die durch
die numerischeSimulationder EulerGleichungenin 2D gegebenist. In einemKanal
sind zwei zylinderformige HindernisseangebrachtAbb. 8.20 zeigt den Texturtransport
zuverschiedene#eiten.

Dasletzte 2D Beispielist der kompressibld=lussdurcheinenKanal mit einspringender
Stufe,dasForward FacingStepProblem Wie schonim Bild derDichtein Abbildung7.8
zu sehenpildensich hinterdemMachstamnin der Kontaktunstetigkit Wirbel, die das
VerfahrenersterOrdnung(Abb. 7.5) nicht auflost. WendetmannundasTexturtransport-
verfahrenaufdieseBeispielan,sowerdendieseWirbel hierebenélls sehrgutaufgebst.
Abbildung8.21zeigtdies.

8.6 Beispiele in 3 Raumdimensionen

Die Textur TransportMethodesoll nun auf dendreidimensionaleifrall Ubertragerwer-
den.Im 2D Fall hattemanzwei Transportgleichungenu losen(fur X, 7). Nun sindes
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drei Transportgleichunge(fur X = (X3, X,),T). Dabeiist speziellder Transportei-

nerzweidimensionale&influssloordinateX € I't zuberechnenkr die Visualisierung
nehmerwir die ldeederimpliziten Stromfachenvon J.vanWijk [67] auf.Betrachterwir

eineimplizit definierteKurve v = {X € I'* | g(X) = 0} fur eineregulare Funktiong

aufI't. Mit s : [0, 1] — ' bezeichnenvir eineParametrisierungon -, welchewir als
periodischannehmentalls v geschlosserst. Dannist dasBild X (v, -) von v unterder
KoordinaterAbbildung X eineStromflache DieseOberfichekannauf einemdiskreten
Gitter durcheinendiskretenisoflachenAlgorithmusextrahiertwerden.Abhangendvon

derParametrisierung kanndieselbelextur wie in den2D Anwendungetenutztverden.
Wennwir weiter Familienvon implizit parametrisierteiKurven betrachtenerhaltenwir

einenstetigenUbeigangim Texturbild. Anstattnachimpliziten Kurven auf I't kdnnen
wir auchnachBildernvon impliziten Oberfichenauf I't x [0, 77 fragen.

Die folgendeTabelle8.1 soll verdeutlichenwelcheMoglichkeitenesfur die Wahl einer
Oberfichegibt. Seidie Oberfachedurchdie Menge{(z, v, z) | f(X,T) = lev} gegeben.
Die ersteAbbildung8.22zeigteineOberfachendeformatiodurchdie LagrangeKoordi-
natenAbbildung.Ein Ellipsoid wird auf '+ x [0, 7] beschrieben.

In diesem3D Testbeispieseiv = v(z, y, z, t) gegebendurch

vi(z,y,2,t) = 0.2

ve(z,y,2,t) = —2Z(t)
U3($, Y, <, t) = yZ(t)
mit
1.5, fallst < 3.0
Z(t)=< 4.5 -1, fallst € [3.0;6.0]
—1.5,fallst > 6.0

Damestelltist die Oberfache /(X1 — X10)2 + (Xo — Xo0)? + a(T — Tpp)? mit fixierten
WertenX;4,X20,7 unda. Die Textur wird benutztabrangendvon («( X1, Xs), T).

Das nachsteBeispielist die Deformationeiner Flachebeim Forward Facing StepBei-
spielin 3D (Abb. 8.23).Gerechnetwvurdendie EulerGleichungemmit denDiscontinuous
Galerkin Verfahren.Simultandazuwurde mit dem berechnetevVektorfeld der Textur-
transportberechnetSieheauchAbbildung7.13,wo die Dichte dalgestelltist.

Im abschlieRendeBeispielist die Karmansch&Virbelstralen 3D zu sehenAbb.8.24).
Damgestelltist eineKurve aufderEinlassfache die durchdasGeschwindigkitsfeldtrans-
portiertwird. Uber dieseKurve fliessendie Partikel fur alle Zeitent € [O,T] nach.Als
Ergebnisist eine”Rohre” zu sehenauf derwir wiederdasausder 2D Versionbekann-
te Bild der KarmanscheWirbelstral3eerkennen.Die Flachewird hierin diesemFall in
AbhangigleitallerLagrangeKoordinaterbestimmisiehedazudie funfteZeilein Tabelle
8.1).Die Textur wird ebenéllsin Abhangigleit aller LagrangeKoordinaterbestimmt.
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Isoffachef (X, T') Textur
X1 (X2>T)
.X2 (XlaT)
T (X1, Xo)
T (X2, X1)
\/(Xl — X10)2 + (X2 — X20)2 + G(T — T0)2 (O!(Xl, XQ), T)

Tabelle 8.1: Mdglic he Wahl von Level-Funktionen und Texturen.
Tabelle8.1zeigtfunf Mdglichkeiten,bestimmte_evel mit ihrenzugeldrigenTexturenzu belegen.
Moglichkeit 1: Die Isoflache X (z1, 22, x3,t) = lev wird damgestellt.Als Textur wird = (n(X,T), AX3)
undC»(T") ausgevertet.

Moglichkeit 2: Die Isoflache X (z1, 22, x3,t) = lev wird damgestellt.Als Textur wird w(n(X,T), AX1)
undC>(T') ausgevertet.

Moglichkeit 3: Die IsoflacheT (z1, 22, 23,t) = lev wird dagestellt.Als Textur wird 7(n(X,T), A X1)
undCs(X2) ausgevertet.

Moglichkeit 4: Die IsoflacheT (z1, z2, z3,t) = lev wird damgestellt.Als Textur wird 7 (n(X,T), AX3)
undCs(X1) ausgevertet.

Maglichkeit 5: Die Isoflache /(X1 — X10)? + (X2 — X20)? + a(T — Tp)? = lev wird damgestellt.Als
Textur wird 7 (n(X,T), Aa(X1, X)) undCy (T') ausgevertet.

Dabei sind X1, X20,70,lev,a frei wahlbare Parameterund « ein Winkel. Dieser Winkel erkennt
z.B., an welcher Stelle auf der Kreisfunktion auf dem Einflussrandein Partikel eingeflossenist
(a = arccos(X1 — X10) unda = arcsin(Xs — Xag)).

Mit derfunftenMoglichkeit wird eineKurve auf der Einlassfbhchebeschriebengie durchdasGeschwin-
digkeitsfeldtransportierwird. Uber dieseKurve fliessendie Partikel firr alle Zeitent ¢ [O,T] nach.Als
Ergebnisist eine”Rodhre” zu sehen.
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Abbildung 8.17: Textur transpor t in der Karmansc hen Wirbelstral3e .
Abb. 8.17 zeigt den Texturtransportin der KarmanscherWirbelstraf3ezu drei verschiedeneZeitpunk-
ten. Das Vektorfeld ist gegebendurch die inkompressiblerNavier-Stokes Gleichungenund wurde zur
Verfugunggestelltvon[2].
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Abbildung 8.18: Verschiedene Vergrdl3erung en im Gebiet (2.
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Abbildung 8.19: Textur transpor t beim Bernar d-Problem.
Abb. 8.19zeigtdenTexturtransporbeimBernard-Problerau vier verschiedenegeitpunkten DasVektor
feld ist gegeberdurchdie MaragoniKonvektion.
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Abbildung 8.20: Textur transpor t bei der Strémung um zwei Zylinder .
Abb. 8.20zeigtdenTexturtransporbeider Stromungum zwei Zylinder zu vier verschiedenegAeitpunkten.
Das Vektorfeldist gegebendurchdie kompressiblerEulerGleichungerund wurde mit einemVerfahren
ersterOrdnungberechnet.
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Abbildung 8.21: Textur transpor t beim Forwar d Facing Step-Problem.
Abb. 8.21zeigtdenTexturtransporbeim Forward Facing Step-ProblemDasVektorfeldist gegebendurch
die kompressiblertulerGleichungerund wurde mit einemVerfahrenzweiterOrdnung(sieheDichtebild

7.8zumVemleich)berechnet.

Abbildung 8.22: 3D Textur Transpor t (Réhre)

Abbildung 8.23: 3D Textur Transpor t (Forwar d Facing Step)
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Abbildung 8.24: 3D Textur Transpor t (Karmansc he Wirbelstralle)
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Kapitel 9

Volumen visualisierung (Volume
Rendering)

DasProblemdergraphischearstellungrzonVolumendategilt alszentrales-orschungs-
gebietderwissenschatftlicheNisualisierungDie heutebekannteVerfahrenzur Visuali-
sierungdreidimensionaleSkalarfelderwie sie ausMessungerf{spezielldenbildgeben-
denVerfahrender Medizin) oderausSimulationsrechnungefz.B. ausder Sttomungs-
mechanik)hertihren, zerfallen in zwei Klassen:Konturflachenbestimmungnd direk-
te VolumervisualisierungDie Vorteile der ersten,namlich die Reduktionder gesamten
Volumeninformatiorauf eine Flachenbeschreiing werdendurchdie Vernachhssigung
kleiner, amorphemund nicht auf derlisoflacheliegenderStrukturen sowie durchalgorith-
mischeArtefakte erkauft. DieserNachteilfuhrte zur Entwicklungder direktenVolume-
Rendering-¥rfahren,bei denenim Prinzip jedesVolumenelemeneinen Beitrag zum
enddiltigenBild liefertundtieferliegendeSchichterdurchTransparengichtbargemacht
werden.Dabeikonnen,wennauchmit enormhohemBerechnungsaufand, durch die
flexible Abbildung der Datenwerteauf Farbeund Opazitt (Transferfunktionen)sowie
durch Voxel-Shadingunterschiedlichestrukturenund Bereicheausdrucksstarkisuali-
siert werden[40]. Ein Voxel ist ein Punktim Dreidimensionaler{verleiche Definiti-
on 8.1.4von Pixel im Zweidimensionalen)Die verwendeteMethodenwerdenin zwei
grol3eGruppenaufgeteilt:Projektionserfahrenund Strahherfolgungserfahren.Bei den
ersterenwerdendie Daten,bzw. der”Fuf3abdruck”desVoxels auf die Bildebeneproji-
ziert, bei der zweitenGruppewerdengenifd dem Raytracing-¥rfahrenfur jedenBild-
punktStrahlendurchdasVolumengeschickiunddie Intensititenund Opazititenentlang
diesesSehstrahlawfintayriert.

Die im spaterenVerlaufdesKapitel zu sehendeolumeRenderingBilder wurdenwur-
dennacheinemAlgorithmusvon Gerstnerund anderern29], [30] unterder Visualisie-
rungsplattformGrape[28] gemachtBei diesemAlgorithmus arbeitetmanmit Wurfel-
packungengdie hierarchischangeordnesind. Durch die spezielleStruktur des Gitters
(manhatimmern?®,n = 2 k € IN Wirfel) kannmaneinensehrschnellenAlgorithmus
beider StrahherfolgunganwendenEin Wiirfel wird dabeijeweilsin sechsTetraedege-
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teilt.

In diesemKapitel soll eine weitereMoglichkeit beschriebenverden,die LagrangeKo-
ordinatenX = (Xi(z,y, z,t), Xo(z,y, 2,t)) undT = T(z, vy, 2z, t) sinrvoll darzustellen.
Betrachtemwir denEinheitswuerfe[0; 1]3. In zufallig gewahltePunkte(x, o, 29) Werden
Ellipsoidegelegt.

SeienKonstanter,, €, €, mit

€ >> €, UnNde, >> €,

gegeben.
Betrachtadie Funktion

_@-g? _=w)?  (-29?
plx,y,z)=e << e 9 e <

Mit Hilfe dieserFunktiondefinierenwir

p,y,2)= Y, pa,y,2).

($05y07z0)

Nun betrachtemwir folgendeMengen
{(z,y,2)|p(z,y,2) = cmitc € R}.

Abb. 9.1zeigteinesolcheMengefir einfestesc.

Abbildung 9.1: Ellipsoide im Einheits wiirfel
Abb. 9.1zeigtdie Isosurbce{(z, y, z)|p(z,y, 2) = 0.5}.
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WennmandurchgeeignetaNahl der Ellipsoid-Zentren(xg, 3o, 29) erreicht,dassdie El-
lipsoide nicht denRand”durchstof3en” kannmanan allen Seitendieseswurfels einen
Wirfel derselberArt ansetzenMan hatsomiteineperiodischéunktion.

Alternativ kannauchmanauchdie Funktionen

¢1($, Y, Z) =, (bg(.’E, Y, Z) =Yy Und¢3(.’1}', Y, Z) =z
betrachten.

DasersteAnwendungsbeispiést die inkompressiblé&tiomungin derKarmanschelVir-
belstralReDabeiwurdeder2D-Datensatin die dritte Dimensiongeshiftet.
Als Isosurfcestellenwir danndie Menge

{(.T, Y, Z) | p(T, X1,X2) = COTLSt}

dar

Abb. 9.2 zeigtdie moglicheAnwendungn derdreidimensionaleKarmanscheiirbel-
stral3e.

Abbildung 9.2: Ellipsoide (Karmansc he WirbelstraRe) (Isosurface).
Abb. 9.2 zeigtdie Isosurbce{(z, y, 2)|p(T, X1, X2) = 0.5} zu einerfestenZeit. Die Ellipsoidewerden
dabeidurchdasVektorfeldtransportierund somitverformt.

Bei der Visualisierungnachder Volume RenderingMethodeergibt sich folgendesBild
(sieheAbb. 9.3).JedeNoxel liefert einenEintragzum Bild.

Die Abbildungen9.4,9.5zeigendie Funktion ¢3(7, X1, X5). Zunachstwird zu einem
konstanterWert einefestelsosuraiceunddanndasVolumeRenderinglaigestellt.
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Abbildung 9.3: Ellipsoide (Karmansc he WirbelstraRe) (Volume Rendering).
Abb. 9.3zeigtdasVolumeRenderingu derFunktionp(T, X1, X5) zueinerfestenZeit. Man siehtdeutlich
die dreidimensional&truktur HintenliegendeTeile werdendurchTransparengichtbargemacht.

Die entprechendd@ransferfunktion(Abb. 9.6) somt fur die Durchlassigleit oder Un-
durchhssigleit derentsprechenddnichten.Wir macherdie Annahmedassdie Dichten
sichim Intenall [0; 1] befindenWenndie Undurchbssigleit denWert 1 annimmt,soist
dieserDichtebereictsehrausgepigt zu sehen Wenndie Undurchbssigleit denWert 0
annimmt,soist dieserDichtebereicmichtzu sehen.

Daszweite Anwendungsbeispiedeigt die kompressibleStomungin drei Raumdimen-
sionenum drei HindernisseDasStromungsgebieist folgendermalRegegeben:

Q= ([0.0;1.0] x [0.0; 1.0] x [0.0;1.0])
\([0.1;0.3] x [0.4; 0.6] x [0.4; 0.6])
\([0.2; 0.4] x [0.65;0.85] x [0.65; 0.85])
\([0.2; 0.4] x [0.15;0.35] x [0.15;0.35]) .

Gerechnetvurdendie EulerGleichungemerGasdynamikn dreiRaumdimensioneiie
Ellipsoidewurdenwiederdurchdasberechnet&eschwindigkitsfeldtransportiertDie
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Abbildung 9.4: Isosurfaces in der Karmansc hen Wirbelstralle .
Abb. 9.4 zeigtdie Isosurbce{(z, y, z)|¢3 (T, X1, X2) = 0.5} zueinerfestenZeit.

Abbildungen9.7, 9.8, 9.9 zeigenzurachstdasGebietund dannwiedereinenVergleich
zwischenreinerfestenlsosurbceunddemVolumeRendering.
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Abbildung 9.5: Volume Rendering in der Karmansc hen Wirbelstral3e .
Abb. 9.5zeigtdasVolumeRenderingler Funktiongs (T', X, X») zu einerfestenZeit.
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Abbildung 9.6: Transferfunktion fir das Volume Rendering der
¢3(X13X2aT)'

Abb. 9.6 zeigtdie Transferfunktiorfiir Abb. 9.5. HoheWertevon 8 bedeuterwenig Durchlassigleit. Des-
halbwerdendie Farbenhellblauundgelbin Abb. 9.5 sehrausgepigtgezeichnetd nahederNull bedeutet
viel Durchlassigleit. Fur 8 = 0 liefert derentsprechendbichtenvertkeinenEintragzum Gesamtbild.

Funktion
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Abbildung 9.7: Strémungsg ebiet.
Abb. 9.7 zeigtdasGebiet.Hier wurdendie kompressibleftulerGleichungerin dreiRaumdimensionege-
rechnetMit demberechneteGeschwindigkitsfeldwurdendie Transportgleichungefiir die Koordinaten
X1, X5, T berechnet.
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Abbildung 9.8: Isosurface im Strémungsg ebiet.
Abb. 9.8 zeigtdie Isosurbce{(z, y, ) | p(T, X1, X2) = const} zueinerfestenZeit.
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Abbildung 9.9: Volume Rendering im Strémungsg ebiet.
Abb. 9.9 zeigtdasVolumeRenderingler Funktionp(X;, X2, T) zu einerfestenZeit.
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Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick

In dieserArbeit habenwir die DiscontinuousGalerkinVerfahrenfur Systemevon hyper
bolischerDifferentialgleichungehetrachtetWir haberdie Verfahrenaustihrlichin zwei
unddrei Raumdimensioneanalysiertund mit denStandard-¥rfahrenhthererOrdnung
wie MUSCL verglichen.Die 3D VersionderDiscontinuousalerkinVerfahrenwurdein
dieserArbeit zum erstenMal analysiertund auf einemParallelrechneumgesetztDie-
sesVerfahrenlieferteeindruckswlle Ergebnissedie allerdingsteuererkauftwurden.Die
DiscontinuougsalerkinVerfahrensind sehrspeicher undrechenintensi Deswegenwar
esurvermeidbardie Verfahrenauf einemParallelrechneru parallelisierenDabeiwurde
sowvohl die VarianteunterMPI auf einemverteiltenRechneialsauchdie Sharedvemo-
ry Varianteumgesetztln dieserArbeit habenwir die kompressiblerculerGleichungen
der Gasdynamikbetrachtetln Zukunft konnte man sich vorstellen,die kompressiblen
Navier-Stokes-Gleichungefb3] ebenélls mit denDiscontinuoussalerkinVerfahrenzu
|6sen DabeiwirdemandenkorvektivenTeil mit denin dieserArbeit beschriebenekle-
thodenlosen.Den diffussiven Teil wirdemanwie bisherauf direktemWeg |6sen.Eine
weitereAnwendungsraglichkeit ergibt sich bei denGleichungerder Magnetohydrody-
namik. Hier waredie Adaptionnochsehrviel einfacher weil manim Wesentlichemur
die numerischerfrlussfunktioneranpassemiisste.

Umdie numerischeh dsungerdieseDifferentialgleichungenuverstehemndauchdem
Ungdibtenversandlichzu machenjst esnotig, diesezu visualisierenDazuhabenwir in
dieserArbeit einenAnsatzunternommenWir habenn dieserArbeit ein neuesverfahren
zur VisualisierungzeitablangigerVektorfelderentwickelt. Dabeiwird einevorgegebene
Textur mit einemGeschwindigkitsfeldtransportiertDiesesVerfahrengibt demBetrach-
ter die Moglichkeit, dasGeschwindigkitsfeldglobalauchfir langeZeitenzu verstehen.
Mit denbisherzur Verfugungstehendeerfahrenhattemannur fir statiorare Vektor
felder sinnvolle Visualisierungstechnén. Bei diesenTexturtransportrechnungemaren
auchnumerische/erfahrenvom hyperbolischeyp zu betrachtenDa manhier beson-
dersVerfahrenohneviel numerisché/iskositat berdtigte, kamenhier die Discontinuous
GalerkinVerfahrenin derskalarerVersionzur Anwendung.
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Anhang B
Listings

WahrenddieserArbeit wurdeeinesehrgrol3eAnzahlvon Programmemntwickelt. Diese
hier alle zu erwahnenodergar abzudruckn, wirde den RahmensprengenDiesewur-
dendannsowohl seriellalsauchparallelunterMPI oderSharedviemory entwickelt. Zu
nennerwahrenu.a:

e (2D): skalarerfall : Quadrate VerfahrenersterOrdnungundDiscontinuoussaler
kin VerfahrenderOrdnung2. bis 7.

e (2D): skalarerall : Dreiecle: VerfahrenersterOrdnungundDiscontinuoussaler
kin Verfahrender Ordnung2. bis 3.

e (3D): skalarerrall : Hexaeder. VerfahrenersterOrdnungund DiscontinuousGa-
lerkin VerfahrenderOrdnung?2. bis 3.

e (3D): skalarerfrall : Tetraeder. VerfahrenersterOrdnungund DiscontinuousGa-
lerkin Verfahrender Ordnung?2.

e (2D): SystemdEulerGleichungen) Quadrate VerfahrenersterOrdnungundDis-
continuousGalerkinVerfahrender Ordnung2. bis 3.

e (2D): SystemdEulerGleichungen) Dreiecle : VerfahrenersterOrdnungundDis-
continuousGalerkinVerfahrender Ordnung2.

e (3D): SysteméEulerGleichungen) Hexaeder. VerfahrenerstetOrdnungundDis-
continuousGalerkinVerfahrender Ordnung2. bis 3.

e (3D): SystemdEulerGleichungen) Tetraeder VerfahrererstetOrdnungundDis-
continuousGalerkinVerfahrender Ordnung2.

Exemplarischwird hier dasProgrammpadt zur Losungder EulerGleichungenin 2D
auf Quadratemmit denDiscontinuousGalerkinVerfahrender Ordnung2 in derseriellen
Versionabgedruckt.
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