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Zusammenfassung

In dieserArbeit wollenwir eineffizientesVerfahrenzurLösunghyperbolischerDifferen-
tialgleichungenentwickeln. Wir betrachtensowohl skalareGleichungenalsauchSyste-
me,hierspezielldieEuler-GleichungenderGasdynamik,in 2D undin 3D.Dabeirechnen
wir auf verschiedenenGittertypen.Um ein Verfahrenmit möglichstwenigViskosiẗat zu
erhalten,setztunsereMethodeauf densogenanntenDiscontinuousGalerkinMethoden
auf.Dabeiwird dieexakteLösungstückweisedurcheinPolynomhöherenGradesanstatt
einerstückweisekonstantenFunktionapproximiert.DiesesVerfahrenwird anmehreren
Testbeispielengetestet.Schliesslichwird dieseMethodeangewendet,umeinzeitabḧangi-
gesVektorfeldzu visualisieren.Dabeiwird eineneuentwickelte Methode,der Textur-
transport,vorgestellt.
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Kapitel 1

Einleitung

Zur Beschreibung der Natur werdenhyperbolische”Erhaltungss̈atze” haupts̈achlich in
derStrömungsmechanikangewendet.Hier seieneinigeBeispieleerwähnt,bei denenhy-
perbolischeDifferentialgleichungenauftretenkönnen.
Die Umstr̈omungvonAutosunddieStrömungsvorgängeim Motor sindentscheidendfür
Leistung,Ger̈auschentwicklung,BrennstoffverbrauchundSchadstoffausstoß.
In derLuft- undRaumfahrttechnikist dieEntwicklungkomplexerFlugger̈ateundTräger-
systemeohneintensivenEinsatznumerischerSimulationennichtdenkbar. Optimierungen
nachAspektender Sicherheit,der Wirtschaftlichkeit und der Umweltbelastungsind im
Rahmeneinerzukunftsvertr̈aglichenLösungderProblemedesLuft- undOrbitalverkehrs
zwingend.DerartigeUntersuchungenbeziehendie gesamteWechselwirkung zwischen
StrömungundStruktur, die Strömungs-undVerbrennungsvorgängederAntriebssysteme
mit ein.Die ben̈otigtenSimulationenkönnenheutenureingeschr̈ankt(z.T. nurmit verein-
fachtenModellen)durchgef̈uhrt werden,dadie LeistungderverfügbarenRechnernicht
ausreicht.
AndereAnwendungsgebietevonhyperbolischenDifferentialgleichungennebenderLuft-
fahrtsindz.B.dieMeteorologieundWettervorhersage,dieAstrophysik,dieAusbreitung
vonWellenin elastischenKörpernundderFlussvonGletschern.
SehrgroßeTeilederphysikalischenPḧanomenekönnendurchdieEuler-Gleichungender
Gasdynamikbeschriebenwerden.Die Euler-GleichungensindeinSpezialfall derNavier-
Stokes-Gleichungenfür reibungsfreieMedien.Wir werdenunsin dieserArbeit auf diese
Gleichungenbeschr̈anken.

In dieserArbeit betrachtenwir die Diskretisierungfür Systemevon hyperbolischenEr-
haltungss̈atzen E�F�GIH

div J � G �K��L in M NPORQSM NUT (1.1)

mit Anfangswerten G �
VW!6L��X� GZY �
V�� in M NPO\[ (1.2)
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Dabeiseien

V]� ^_` 	 �
...	Ba
bdce ,

G � ^_`gf �...
fih

bdce und J � ^_`kj �...
j a
bdce [


 bezeichnetdieRaumdimensionund l dieAnzahlderKomponenten.
DerDivergenzoperatorist definiertdurch

div J � G �K� am �on � E�prq j � � G �s!
wobei

Ggt M N O Q]M N Tvu M NPw und j � ! [�[�[ ! j a t M NPw u M NPw .
Im Fall l �-x redenwir vom skalarenFall. In dieserArbeit betrachtenwir nur die Fälle
y�{z|!6} . Die j � nennenwir auchFlussfunktionen.
Wir nehmenan,dassdie Nichtlineariẗaten j � , j ; und j A in (1.1) glatt sind.Im Wesent-
lichen gibt es drei Methoden,um (1.1) und (1.2) zu lösen.Das sind die Methodeder
Finiten Differenzenverfahrenauf kartesischenGittern in Form von Dimensionssplitting
[18], [20], [21], [47], [57], [63], dieFinitenElementeVerfahren[32], [33], [34], [35] und
dieVerfahrenderFinitenVolumen[25], [37], [42], [44], [61], [69] aufbeliebigenGittern.
Bis jetztgibt esnochkeinegenerellenKonvergenzs̈atzefür numerischeSchematafür Sy-
stemein z -D. Für kleineZeitenliegenExistenzs̈atzevor [36]. Für grosseZeitenjedoch
gibt esfür dieEuler-Gleichungenin mehrerenRaumdimensionenkeinenExistenzsatz.

Ziel dieserArbeit ist die EntwicklungeineseffizientenVerfahrenhöhererOrdnungim
Ort.DazuwerdendievonCockburn,Shu,HouundChavent[8], [14], [15], [16], [17] ent-
wickeltenDiscontinuousGalerkinVerfahrenin mehrerenRaumdimensionenbetrachtet.
Jaffre, JohnsonundSzepessy[31] zeigenfür dieseVerfahrendieKonvergenzim skalaren
Fall. Eswird untersucht,wie sichdiesehrtheoretischenAspektealgorithmischumsetzen
lassen,speziellin }�~ , undwie mansieeffizientaufeinemParallelrechnerimplementiert.
EinweiteresHauptzieldieserArbeit ist dieEntwicklungeinerVisualisierungsmethodefür
zeitabḧangigeVektorfelder. Die VisualisierungvonVektorfeldernist einederwichtigsten
AufgabenmathematischerVisualisierung.Bislanggibt esnur auf station̈arenVektorfel-
dernzufriedenstellendeMethoden.Diesefehltenbislangbei instation̈arenVektorfeldern.
Hier wird nun eine neueMethodevorgestellt,bei der ein numerischesVerfahrenvom
hyperbolischenTyp zu lösenist. Dabeikommendannauchdie DiscontinuousGalerkin
VerfahrenzumEinsatz.
Ein speziellesPḧanomenhyperbolischerDifferentialgleichungenist, dassauchbei glat-
tenAnfangsdatenUnstetigkeitenin derLösungentstehenkönnen.NumerischeVerfahren
habenmeistensdieEigenschaft,Unstetigkeitenzuverschmieren.DieseVerschmierungen
sindbei VerfahrenersterOrdnungoft sehrgroß.Bei VerfahrenersterOrdnungwird auf
einemKontrollvolumendie gesuchteLösungdurcheinenkonstantenWert approximiert.
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Mit diesenkonstantenWertenwird danndernumerischeFlussausgewertet.UmdieseVer-
schmierungenzuminimieren,müssenVerfahrenhöhererOrdnungbetrachtetwerden.Bei
denverwendetenVerfahrenhöhererOrdnungwie MUSCL (MonotonicUpstreamCente-
redSchemesfor ConservationLaws) [38], [26] oderENO (EssentiallyNon Oscillatory)
[38], [55] wird in jedemZeitschrittausdenkonstantenWertenin denKontrollvolumen
in Abhängigkeit derWertein denNachbarzelleneinPolynomhöherenGradesrekonstru-
iert. Mit diesemrekonstruiertenPolynomwird danndie Flussberechnungdurchgef̈uhrt.
DanachhatmanjedochwiederdieLösungalskonstantenWertaufdemKontrollvolumen
vorliegen.

Bei denDiscontinuousGalerkinVerfahren[8], [14], [15], [16], [17] versuchtmannun,
einenanderenWeg zu gehen.Die gesuchteLösungauf einemKontrollvolumenwird
durchein PolynomhöherenGradesapproximiert.Mit diesemPolynomwird dannder
numerischeFlussausgewertet.Wie sich im Laufe dieserArbeit herausstellenwird, ist
diesesVerfahrenaufeinemfestenGittersehrviel langsameralsdieVerfahrenersterOrd-
nungoderdie anderenVerfahrenhöhererOrdnung.DieserVergleichist abernur bedingt
zulässig.Um nämlicheinebestimmteFehlertoleranzzuunterschreiten,kannbeidenDis-
continuousGalerkin Verfahrenauf einemsehrviel gröberenGitter gerechnetwerden,
womit die reineRechenzeitwesentlichreduziertwird. Auch mussmandie Rechenzeit
pro Freiheitsgradbetrachten.Dannstellt sich heraus,dassdie Rechenzeitder Disconti-
nuousGalerkinVerfahrendochnichtsogroßist.DarüberhinauslieferndieDiscontinuous
GalerkinVerfahrensehrbeeindruckendeErgebnisse.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: In Kapitel 2 werdendie Finiten VolumenVerfah-
ren in allgemeinerArt erklärt. Zus̈atzlichwerdenhier die Notationeneingef̈uhrt. In Ka-
pitel 3 werdenVerfahrenzur LösungskalarerGleichungenvorgestelltund die Euler-
Gleichungender Gasdynamikbesprochen.Weiter werdennumerischeFlussfunktionen
zur Lösungder Euler-Gleichungenvorgestellt.In Kapitel 4 werdendanndie Disconti-
nuousGalerkinVerfahrenvorgestellt.DabeiwerdenVerfahrenzweiterund dritter Ord-
nungauf Dreiecken,Quadraten,Tetraedernund Hexaedernanalysiert.In Kapitel 5 soll
die Parallelisierungder DiscontinuousGalerkinVerfahrenbetrachtetwerden.Aufgrund
derhohenLaufzeitderVerfahrenist eineParallelisierungunumg̈anglich,wennmanauf
hinreichendfeinenGittern arbeitenwill. Darüberhinauseignensich die Discontinuous
GalerkinVerfahrenbesondersgutzumParallelisieren.Dadie Polynomordnunglokal be-
grenztist, ist derAufwandnichtsehrviel höheralsbeiVerfahrenersterOrdnung.In Kapi-
tel 6 soll dienumerischeKonvergenzordnungderVerfahrenanalysiertwerden.In Kapitel
7 werdenweiterenumerischeBeispielevorgestellt.In Kapitel 8 wird eineAnwendung
vorgestellt,diewesentlichenGebrauchderDiscontinuousGalerkinVerfahrenmacht.Bei
dieserneuentwickeltenVisualisierungsmethodefür zeitabḧangigeVektorfeldersoll ein
vorgegebenesMuster (wir sprechenvon Textur) mit einemgegebenenoder gleichzei-
tig gerechnetenVektorfeldtransportiertwerden.Für dieseTransportrechnungenwar es
notwendig,ein Verfahrenmit möglichstwenignumerischerViskosiẗat zu entwickeln. In
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Kapitel 9 wird eineweitereVisualisierungsmethodevorgestellt.Für skalareDatenfelder
ist VolumenvisualisierungeinebeeindruckendeMethode.Hier wird die Volumenvisua-
lisierung in der Strömungsmechanikangewendet,wobei die Numerik wie in Kapitel 8
benutztwird. In Kapitel 10 schließlichfassenwir die Arbeit zusammenundgebeneinen
AusblickaufweitereForschungsm̈oglichkeiten.
Als Programmiersprachehabenwir C gewählt, weil dieseSpracheauf allen Computer-
systemenverfügbarist und sie geeigneteDatenstrukturenbesitzt.Fernergibt esschon
gen̈ugendUnterroutinen,die in C geschriebensind und die mandeswegenleicht in ei-
geneProgrammeeinbindenkann.So habenwir in dieserArbeit beim Programmieren
dasGrafiksystemGRAPE[51],[28] für Triangulierungen,Verfeinerungenundgraphische
DarstellungderErgebnissegenutzt.
NocheinetechnischeBemerkung:Dawir in dieserArbeit sowohlden2D alsauchden3D
Fall betrachten,habenwir unsbeim Notierenvon Gleichungenfür folgendenWeg ent-
schieden:AuftretendeMatrizen,VektorenundGleichungenerscheinenin der3D Version.
Ist keineexplizite 2D Versionangegeben,sosinddie2D Versionenin einfacherWeiseauf
ähnlichemWeg zuerhalten.Dazuist in derRegelnurder j A Teil wegzulassen,bei (5x5)-
MatrizendievierteSpalteundZeilezustreichenundbei5er-VektorendievierteZeilezu
streichen.Im verbleibendemTeil ist zumBeispiel �sA und �BA gleichNull zusetzen.
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Kapitel 2

Finite Volumen

In diesemKapitel werdenzun̈achstdie Notationeneingef̈uhrt. Dannwerdenallgemei-
neEigenschaftenhyperbolischerDifferentialgleichungenbesprochenundschließlichdie
FinitenVolumenVerfahrenzurnumerischenLösunghergeleitet.

2.1 Notationen

DEFINITION 2.1.1 (unstrukturier tes Gitter)
(2D) Seieink-Polygoneinabgeschlossenes,konvexesPolygonmit � Knoten.Die Menge��t �I�8+ � )8+ � ist eink-Polygonfür � �]�*� M �R� !
(wobei ��� M � eineIndexmenge ist) wird unstrukturiertesGitter von

>�� M N ; genannt,
falls die folgendenEigenschaftenerfüllt sind:

x�� > ������d� + � !
z�� Für zweiverschiedene + � !4+$� gilt entweder+2�W��+ � �{� oder+2�X��+ � � eingemeinsamerKnotenvon + � !4+2� oder+2�W��+ � � einegemeinsameKantevon + � !4+2� [

BEMERKUNG 2.1.2 In 3D erweitertsich Eigenschaft2 vonDefinition2.1.1um+$�W��+ � � einegemeinsameFlächevon + � !4+2� [
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Ein Gitter (wir sprechenauchvon Triangulierung ), dasDefinition 2.1.1erfüllt, heißt
auchkonformeoderzulässigeTriangulierung.Wennim folgendenein KnotendieseDe-
finition verletzt,sosprechenwir voneinemnichtkonformen(oderauchhängenden)Kno-
ten.Die Abbildung2.1zeigteinennichtkonformenKnoten.

� � � �
� � � �� � � � � � � � � � � � � � �

� �
nichtkonformerKnoten

Abbildung 2.1: Nichtk onf ormer Knoten

Sei
� ���
+2���:� ein unstrukturiertesGitter im M N O . Im folgendenbenutzenwir folgende

Notationen:V : in (2D): ��	 � !4	 ; � bzw. �
	�!#"2�
in (3D): ��	 � !4	 ; !4	 A � bzw. �
	�!4"�!65��
dieRaumvariable�

: dieZeitvariableG ��VW! � � : � f � �
VW! � �r! [�[�[ ! fih �
VX! � �4�l AnzahlderKomponentenim Vektor
G ��VW! � �l ��x ist derskalareFallG

: Abkürzungfür
G �
VW! � �

J � G � :=

^` j � � G �j ; � G �
be in (2D)^___` j � � G �j ; � G �j A � G �
bdccce in (3D)
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+2� : die � -teZellevomunstrukturiertenGitter.)8+2��) : Fläche(2D) bzw. Volumen(3D) von +$� .+2�� �!6¡¢�Ix�! [�[�[ !6£ : Nachbarzellenvon +2� .£ : AnzahlderNachbarelemente(Dreiecke N=3, TetraederN=4,

Rechtecke N=4, HexaederN=6)¤ � � !6¡¥� : globaleNummervonder ¡ -tenNachbarzelle+2��  von +$� ,
sodass+2�� B�¦+s§©¨ �%ª  ¬« .�®­

: Zeit nach� Zeitschrittiterationen¯ �®­
: Mit

¯ �®­ t � �®­=°��®­ � � (kurz
¯ �

) bezeichnen

wir denZeitschrittvon
�®­ � � nach

�®­
.

f ­� : ApproximationderexaktenLösung
G

auf +2� zur Zeit
� ­

.

f ­��  : ApproximationderexaktenLösung
G

auf +2��  zurZeit
� ­

; f ­��  � f ­§©¨ �%ª  ±« .² ��  : ¡ -te Rand-Kante(2D) bzw. Rand-Fl̈ache(3D) von +2� .) ² �� �) : Länge(2D) bzw. Fläche(3D) von
² �%  .³ �%  : äußereNormalezu

² �%  mit derLänge ) ² �� �) [� �%  := ´
µ:¶· ´
µ:¶ · �9� � p�%  ! ��¸��  ! �s¹��  � F .

Mit � p��  ! � ¸�%  ! � ¹�%  bezeichnenwir jeweilsdie	 ° ," ° bzw. 5 ° Koordinatevon � �%  .
Esgilt ) � �� �)º��x .
Wennklar ist, welcheKantegemeintist,

schreibenwir auch� ��� � � ! � ; ! ��A � F»
:= sup� diam�
+2�¼� .

Bei Dreieckenist derDurchmessergleichderlängstenSeite.

fP½ �¥52! � � := f ­� , falls 5¾�v+$� und
� ­(¿ �iÀÁ� ­ T � ! � �{L|!�x�! [�[d[
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2.2 Schwac he Lösung

Wennwir dasSystem(1.1)E�F�G�HÂE�p j � � G � HÁE ¸ j ; � G � HÂE ¹ j A � G �W�{L
mit einerTestfunktion@ ��	�!#"�!#52! � � mit @ �ÄÃ�ÅÆ � M N A Q]M NUTÆ � multiplizierenunddannüber
RaumundZeit integrieren,erhaltenwirÇ|È É|Ê�Ë�È É|ÌÍ�Î @ E�F�GIH @ E�p j � � G � H @ E ¸ j ; � G � H @ E ¹ j A � G �ÐÏ�
3	&
3"|
'5�
 � ��L [
DurchpartielleIntegrationerhaltenwirÇ|È ÉÑÊ¼Ë�È É|ÌÍÒÎ E�F @ GIHÁE�p @ j � � G � HÂE ¸ @ j ; � G � HÁE ¹ @ j A � G �®ÏÓ
�	&
3"2
'5�
 � �° Ç|È ÉÑÊ @ ��	�!#"�!#52!6L3� G �
	�!4"�!65|!6L3��
�	&
3"|
Ñ5 [ (2.1)

DEFINITION 2.2.1 (schwac he Lösung)
DieFunktion

G ��	�!#"�!#52! � � wirdschwacheLösungderDifferentialgleichunggenannt,wenn
(2.1) für alle Funktionen@ ��Ã�ÅÆ � M N A Q]M NUTÆ � erfüllt ist.

2.3 Generelle Eigensc haften hyperbolisc her
Diff erentialgleic hung en

In diesemAbschnittwerdenallgemeineEigenschaften̈uberhyperbolischeDifferential-
gleichungenerörtert.Wir machendiesfür den3D Fall. Die Reduzierungauf den2D Fall
ist, wennnichtexplizit angegeben,offensichtlich.
Für dieDefinitionhyperbolischerDifferentialgleichungenben̈otigenwir zun̈achstfolgen-
de

DEFINITION 2.3.1 (Jacobimatrix)
Die Jacobimatrixvon j � � G � bezeichnenwir mit � E j � � G �4� oderkurz j&Ô� � G � .

j Ô� � G �W�
^_`ÖÕ¼×

qoØ ¨¬Ù «
Õ6Ú
Ø [�[�[ Õ¼×

qoØ ¨±Ù «
Õ6ÚÑÛ...

...
...

Õ¼×
q
Û ¨±Ù «Õ6Ú
Ø [�[�[ Õ¼×

q
Û ¨¬Ù «Õ6Ú Û

bdce [
Sei ÃW�% ¥� G � t �Ü� E ­ J � G �4�W� � p��  j Ô� � G � H � ¸�%  j Ô; � G � H � ¹��  j ÔA � G � [
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DEFINITION 2.3.2 (Hyperbolisc he Erhaltungsgleic hung)
Sei

>
eineoffeneTeilmenge des M N w und seien j � ! j ; ! j A t > u M N w hinreichendglatte

Funktionen(mindestens�0Ã1; ). DasCauchy-ProblemE�F�G�HÂE�p j � � G � HÁE ¸ j ; � G � HÂE ¹ j A � G �W�{L mit ��	�!#"�!#52! � ��� M N A Q ÏÓL|!#Ý Î ! (2.2)

wobei
G�t M N A QSM N T u >

mit denAnfangswertenG �
	�!#"&!652!6L��X� G Æ �
	�!4"�!65�� in M N A ! (2.3)

wird (strikt) hyperbolisch genannt,wenn . j&Ô� � G � HßÞ j&Ô; � G � Háà j&ÔA � G � für alle�/.¢! Þ ! à ! G �â� M NãQ¦M NãQ¦M NãQ > mit (paarweiseverschiedenen)reellenEigenwerten
diagonalisierbarist.

Seien. � � G � ¿ [d[�[ ¿ . h � G � dieEigenwertevon � E ­ J � G �4� , ) � �% ä)º�kx , mit dazugeḧorigen
Rechts-Eigenvektoren å � � G � , [�[�[ , å h � G � . Da die zu lösendeDifferentialgleichungals
hyperbolischangenommenwurde,ist � E ­ J � G �4� mit reellenEigenwertendiagonalisierbar.
Seidie Matrix æ � G � sodefiniert,dassdie � -te Spaltevon æ derEigenvektor å �,� G � ist.
Deshalbfolgt æ � � � G �äçÑ� E ­ J � G �4��ç æ � G �K��
 �éè�ê ��. � � G � � (2.4)

t �
^___`
. � � G � L [�[�[ LL . ; � G � [�[�[ L

...
... LL L . h � G �

bdccce [
Danndefinierenwir dieMatrixë � G � t � æ � G �äç diag� xz H xz ç sign�:. � � G �4� � ç æ � � � G � [ (2.5)

Deshalbhabenwir aufgrundvon (2.4)und(2.5)ë � G �äçÑ� E ­ J � G �4�W� æ � G �äç diag� max�:. � � G �¼!6L3� � ç æ � � � G �W� t � E ­ J � G �4� T (2.6)

und

�¥�Ñ
 ° ë � G ���&ç8� E ­ J � G �4�W� æ � G �&ç diag� min �:. � � G �¼!6L�� � ç æ � � � G �W� t � E ­ J � G �4� � [ (2.7)

Deshalbgilt unterAusnutzungvon (2.6)und(2.7)� E ­ J � G �4�W�9� E ­ J � G ��� T H � E ­ J � G �4� � [ (2.8)

Für weitereDefinitionenundEigenschaftenvon hyperbolischenDifferentialgleichungen
verweisenwir aufdieBüchervonSmoller[56], LeVeque[43] undKröner[38].
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2.4 Finite Volumen Verfahren in allg emeiner Form

In diesemAbschnittleitenwir ein Finite VolumenVerfahrenzur Lösungderhyperboli-
schenDifferentialgleichungaufunstrukturiertenGitternfür glatte

G
her:

Esgilt nachIntegrationvon(1.1) für alle +2�ì� �EE � Ç µ
G � ° Ç µ �

EE 	 j � � G � H
EE " j ; � G � H

EE 5 j A � G �4� [
Mit

f �©� � � t � x)8+2��) Ç µ
G ��VW! � � (Mittelungvon f auf +2� )

erhaltenwir EE � f ��� � �K� ° x)�+2�R) Ç µ �
EE 	 j � � G � H

EE " j ; � G � H
EE 5 j A � G ��� [

NachdemIntegralsatzvonGaussgiltEE � f ��� � �W� ° x)�+$�R)�ím   n � Çî µ:¶ � �
p�%  j � � G � H � ¸��  j ; � G � H � ¹�%  j A � G �4� [ (2.9)

Nunwollenwir dasRandintegral in Abhängigkeit derWertein denNachbarzellenappro-
ximieren.Dazubenutzenwir die

DEFINITION 2.4.1 (numerisc he Flussfunktion)
Sei j �]Ã � � M N w � . EineFunktion ê �� &�0Ã Æ ª � � M N w QSM N w � heisstnumerischeFlussfunktion,
wennsiefolgendeBedingungenerfüllt:
1) Lipsc hitz-Stetigkeit: Für ê �� �!6¡s��x�! [�[d[ !6£ nehmenwir an,dassfür irgendeinïIð L
undfür alle � !#ñB! � Ô !#ñ Ô �]òDóX�¥L3� gilt (dabeiist òDóä�:L3� eineKugel mit Radiusï um L ) :) ê �% ¥� � !#ñ|� ° ê �� ¥� � Ô !#ñ Ô �ì) ¿õô � ï �0) ² �% ä)i�r) � ° � Ô ) H ),ñ ° ñ Ô )ö� [ (2.10)

2) Konsistenz:

ê �� ¥� � ! � �X� J � � �Òç ³ ��  , wobei J � � � t � ^` j � � � �j ; � � �j A � � �
be [ (2.11)

3) Erhaltungseig enschaft: Für +2�� B�¦+ � und + � h �÷+2� gelteê �% ¥� � !#ñ|�W� ° ê � h �
ñB! � � [ (2.12)
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Seinun ê �% ¥� � !#ñ|� eineApproximationvon �î µ¥¶ J � � �Òç � ��  .
Insgesamtgilt also EE � f ��� � �Kø ° x)�+2�R) ím   n � ê �% ¥� f �8! f �% ù� [
Nun wollen wir die ZeitableitungdurcheinengeeignetenAusdruckapproximieren:Für
eineglatteFunktion f liefert die Taylorentwicklungvon f � � ­ T � �R� f � � ­ H�¯ � � durch

f � �®­ � f � � ­ T � �ú� f � � ­ � HÁ¯ �
EE � f � � ��ûûû Fýü H¦þ � ¯ � ; �ÿ EE � f � � � ûûû Fýü � f � �®­ T � � ° f � �®­ �¯ � H¦þ � ¯ � � [ (2.13)

Somiterhaltenwir alsApproximationersterOrdnung

f � � ­ T � �Wø f � � ­ � HÂ¯ �
EE � f � � � ûûû Fýü [

Im diskretenFall schreibenwirE3F f ��� � �W� f ­ T �� ° f ­�¯ � ­ H¦þ � ¯ � � [ (2.14)

Damitergibt sich

DEFINITION 2.4.2 (Explizites Finite Volumen Verfahren erster Ordnung)
Für gegebeneAnfangswertef Æ � � Å � M N A � sei f ­� definiertdurch dasfolgendenumeri-
scheSchema:

f Æ� t � x)8+2��) Ç  µ f Æ ��	���
�	
f ­ T �� t � f ­� °

¯ �®­),+2�R) ím   n � ê �� ¥� f ­� ! f ­��  � [
DEFINITION 2.4.3 (CFL-Bedingung)
DieZeitschrittweitewirdkontrolliert durchdieCourant-Friedrichs-Lewy-Bedingung(CFL)
[19], [43] ¯ �®­» � � ��� ) j Ô � � �ì) À��

für � im Wertebereich derLösung (2.15)

mit
�vÀ x .

�
nennenwir auch dieCFL-Zahl .
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2.5 Verfahren höherer Ordnung in der Zeit

In Gleichung(2.14)undsomitauchin Definition2.4.2wurdeeineApproximationerster
Ordnungbenutztundwir habennachEinsetzenderdiskretenWerte

� ­ T � t � � ­ ° ¯ ��� � � ­ �
erhalten.Dabeiist

� � � � einediskreteApproximationdesDivergenzoperatorsausGlei-
chung(1.1).Mit Hilfe vonRunge-Kutta-Verfahrenistesmöglich,Zeitintegrationenhöher-
er Ordnungzu entwickeln. In [55] werdendiesehergeleitet.Im Wesentlichenstecktnur
TaylorentwicklungundKoeffizientenvergleichdahinter.
EineApproximationzweiterOrdnungerḧalt mandurchdasfolgendeVerfahren:� ­ T Ø� t � � ­ ° ¯ ��� � � ­ �� ­ T � t � �; � ­ H �; � ­ T Ø� ° �; ¯ ��� � � ­ T Ø� � [ (2.16)

EineApproximationdritterOrdnungerḧalt mandurchdasfolgendeVerfahren:� ­ T ØÊ t � � ­ ° ¯ ��� � � ­ �� ­ T �Ê t � }	 � ­ H x	s� ­ T ØÊ ° x	 ¯ ��� � � ­ T ØÊ �� ­ T � t � x} � ­ H z} � ­ T �Ê ° z} ¯ ��� � � ­ T �Ê � [ (2.17)

Somitergibt sich

DEFINITION 2.5.1 (Explizites Finite Volumen Verfahren erster Ordnung im
Ort und zweiter Ordnung in der Zeit)
Für gegebeneAnfangswertef Æ � � Å � M N A � sei f ­� definiertdurch dasfolgendenumeri-
scheSchema:

f Æ� t � x)8+2��) Ç  µ f Æ ��	���
�	

f ­ T
Ø�� t � f ­� °

¯ �®­)8+$��) ím   n � ê �� ¥� f ­� ! f ­��  �
f ­ T �� t � xz f ­� H xz f ­ T

Ø�� ° xz ¯ �®­)8+2��)�ím   n � ê �� ¥� f ­ T
Ø�� ! f ­ T

Ø���  �
und
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DEFINITION 2.5.2 (Explizites Finite Volumen Verfahren erster Ordnung im
Ort und dritter Ordnung in der Zeit)
Für gegebeneAnfangswertef Æ � � Å � M N A � sei f ­� definiertdurch dasfolgendenumeri-
scheSchema:

f Æ� t � x)8+2��) Ç  µ f Æ ��	���
�	

f ­ T
ØÊ� t � f ­� °

¯ � ­)8+$��) ím   n � ê �� ¥� f ­� ! f ­��  �
f ­ T

�Ê� t � }	 f ­� H x	 f ­ T Ø
Ê

� ° x	 ¯ �®­)�+$�R) ím   n � ê �� ¥� f ­ T
ØÊ� ! f ­ T

ØÊ��  �
f ­ T �� t � x} f ­� H z} f ­ T

�Ê� °kz} ¯ � ­)8+$��) ím   n � ê �� ¥� f ­ T
�Ê� ! f ­ T

�Ê��  � [
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Kapitel 3

Spezielle numerisc he
Flussfunktionen

In diesemKapitelwerdenzun̈achstnumerischeFlussfunktionenfür skalareProbleme,die
zur BerechnungdesnumerischenTransportsbei derVisualisierungsmethode(sieheKa-
pitel 8) benutztwerden,vorgestellt.Weiterhinwird einspezielleshyperbolischesSystem,
die Euler-GleichungenderGasdynamik,vorgestellt.Für diesewerdenebenfalls numeri-
scheFlussfunktionenangegeben.

3.1 Numerisc he Flussfunktionen für skalare
Gleic hung en

Hier seiendiein dieserArbeit verwendetennumerischenFlussfunktionenfür skalarePro-
blemeerwähnt:
DerersteverwendetenumerischeFlussist dasVerfahrenvonLax-Friedric hs [38]:

ê�

���  � f �8! f �% ù�ú�7) ² �% ä) xz Î � �%  J � f �¼� H � ��  J � f �% ù� ° x.Ñ�%  � f �%  ° f �¼�ÐÏ [
Die Konstanteerfüllt die folgendeBedingung.Ñ�%  � .   � ð��ô ð L , .Ñ�%  sup� � � ��  J Ô � � �4� ¿ x [
Die ZeitschrittweitedesnumerischenVerfahrenwird durchdieCFL-Bedingungbegrenzt:

sup� ¯ �)8+$�R) ím   n � � ) ² �� �)z � � �%  J Ô � f �¼� H x.'��  ��� À��
mit

��À x .
DerzweiteverwendetenumerischeFlussistdasVerfahrenvonEngquist-Osher [24],[38]:
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Sei ô �� :� � � t � � �%  J � � �
und ô T�%  � � � t � ô �� :�¥L3� H Ç��Æ max� ô Ô��  � � �r!6L3�%
 � ,

ô ���  � � � t � Ç��Æ min � ô Ô��  � � �¼!6L3�%
 � [
Dannist derEngquist-OsherFlussfolgendermaßendefiniert:

ê�����%  � f ��! f �� ý�K�7) ² �� �) Î ô T��  � f �¼� H ô ��%  � f �� ù�®Ï [
Die ZeitschrittweitedesnumerischenVerfahrenwird durchdieCFL-Bedingungbegrenzt:

sup� ¯ �)8+2��) ím   n � max�r) ² �% ä) � �%  J Ô � f �¼�r!6L3� À��
mit

��À x .

3.2 Euler -Gleic hung en

Wir wollen in aller KürzedieEuler-Gleichungenmotivieren.Die in diesemundsp̈ateren
KapitelnvorkommendenBezeichnersindin Tabelle3.1angegeben.
Zunächstbetrachtenwir dieMassenerhaltungE�F��=H

div � ���� �K� E�F��DHÁE�p � � � � � HÂE ¸ � � � ; � HÁE ¹ � � �BA �K�{L [
Die dreiGleichungenfür die Impulserhaltungin 3D sindE3F � � � � � HÂE�p � � � ; � H �&� HÁE ¸ � � � � � ; � HÂE ¹ � � � � �BA �K��LP!

E�F � � � ; � HÁE3p � � � ; � � � HÂE ¸ � � � ;; H �&� HÁE ¹ � � � ; �BA �K��L
und E�F � � �BA � HÁE3p � � �BA#� � � HÂE ¸ � � �BA#� ; � HÁE ¹ � � � ;A H �&�K��L
Die Gleichungfür dieEnergieerhaltunglautetE�F��iHÁE3p � � � �ý� H�� �4� HÂE ¸ � � ; �o� H�� �4� HÁE ¹ � �BA �ý� H�� ���K�{L [
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�
Dichte� � Geschwindigkeit in x-Richtung� ; Geschwindigkeit in y-Richtung�BA Geschwindigkeit in z-Richtung�� ��� � � ! � ; ! �&A � F Geschwindigkeitsvektor� Druck� � � � � x-Impuls � � � ; y-Impuls! � � �BA z-Impuls�
Energiedichteô
Schallgeschwindigkeitl Machzahl"
Enthalpie# adiabatischeKonstante

Tabelle 3.1: Bezeichner der Euler -Gleic hung en.

Diesefünf partiellenDifferentialgleichungenheißenEuler-GleichungenderGasdynamik.
Die sechsteGleichungist dieZustandsgleichungundlautet

�7�Á��� � ! � � ! � ; ! �BA ! � � [
Wenndiesefünf Gleichungenauftreten,sprichtmanvom nicht-isentropischenFall, den
wir in dieserArbeit betrachten.

In Vektorschreibweiseheißtdiesalsoin Verbindungmit (1.1)

G �
^____`
��  ! �
bdcccce �

^____`
�� � �� � ;� �BA�

bdcccce ,
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j � � G �W�
^____`

� � �� � ; � H �� � � � ;� � � �BA� �\H �&� � �
bdcccce , j ; � G �W�

^____`
� � ;� � ; � �� � ;; H �� � ; �BA� �iH �&� � ;

bdcccce , j A � G �W�
^____`

� �BA� �BA#� �� �BA#� ;� � ;A H �� �iH �&� �BA
bdcccce [

Die Zustandsgleichungfür ein idealespolytropesGaslautet�*�Ü� # ° x�� $ � ° � z � � ; � H � ;; H � ;A �&% [
Dabeiist # eineKonstante,für die z ð # ð x gilt. Bei allenfolgendenBeispielenist die
Konstante# ��x [ 	 gewählt.DiesentsprichtdemWert für ein2-atomigesGas.DaLuft im
WesentlichenausStickstoff ( £ ; ) undSauerstoff ( ' ; ) besteht,gilt dieserWert alsoauch
für Luft.
Die weiterenauftretendenGrößensinddieSchallgeschwindigkeitô t �)( # �� !
dieEnthalpie " t � �\H ��
unddieMachzahl l t �+* � ; � H � ;; H � ;Aô [
Eineausf̈uhrlicheErläuterungderEuler-Gleichungenmit denphysikalischenHintergründen
kannmanz.B. im Buchvon LeVeque[43] nachlesen.Die Variablen

� ! � !  ! ! ! � heissen
die konservativen Variablen.Die Variablen

� ! � � ! � ; ! �BA !/� heissendie primitiven Varia-
blen.

Jacobimatrix, Eigenwer te und Eigenvektoren

Die JacobimatrizenderEuler-Gleichungenlautenfolgendermaßen:
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Die EigenwertederEuler-Gleichungenlauten

. � � G ! � �W��� � � � � H � ; � ; H �sA#�BA � ° ô , (3.1). ; � G ! � �W�{. A � G ! � �W�{. < � G ! � �W��� � � � � H � ; � ; H �sA4�&A � , (3.2).�N�� G ! � �W�9� � � � � H � ; � ; H ��A6�BA � H ô [ (3.3)

Die Rechtseigenvektoren,diedieSpaltenvon æ bilden,lauten

å � � G ! � �W�
^_____`

OP ;RQOP ; � � �&S ô ° � � �OP ; � � ; S ô ° � ; �OP ; � �BA S ô ° �sA �OP ; � ° � � � � ° � ; � ; ° ��A6�&A H � � Ø T � �� T � �Ê;RQ H QT � �d�
bdccccce ,

å ; � G ! � �W�
^____`

� �� � � �� � � ; H ��A �� � �&A ° � ; ��; � � � � ; � H � ;; H � ;A � H ­ Ê � � � ­ � � ÊO
bdcccce ,

å�A � G ! � �W�
^____`

� ;� ; � � ° �sA �� ; � ;� ; �BA H � � ��; � ; � � ; � H � ;; H � ;A � H � ­ Ê � Ø T ­ Ø � ÊO
b cccce ,

å < � G ! � �W�
^____`

�sA��A6� � H � ; ��sA6� ; ° � � ��sA6�BA�; �sA � � ; � H � ;; H � ;A � H ­ � � Ø � ­ Ø � �O
bdcccce ,

å N�� G ! � �W�
^_____`

OP ;UQOP ; � � �&S ô H � � �OP ; � � ; S ô H � ; �OP ; � �BA S ô H �sA �OP ; � � � � � H � ; � ; H ��A6�&A H � � Ø T � �� T � �Ê;RQ H QT � � �
b ccccce [

Die Linkseigenvektoren,diedieZeilenvon æ � � bilden,lauten
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¡ � � G ! � �W�
^________`
� � H � ­ Ê � � T ­ � � ÊO ° ­ Ø ¨ T � � « ¨ � � Ø T � �� T � �Ê «;RQ �� ; H ­ Ê � Ø � ­ Ø � ÊO ° ­ � ¨ T � � « ¨ � � Ø T � �� T � �Ê «;RQ ��sA H � ­ � � Ø T ­ Ø � �O ° ­ Ê ¨ T � � « ¨ � � Ø T � �� T � �Ê «;RQ �� ­ Ø � Ø � ­ � � � � ­ Ê � Ê TWVYXDZ Ø\[ VY] � Ø Ì ] �� Ì ] �Ê [�_^O P ;­ Ø � Ø T ­ � � � T ­ Ê � Ê TWVYXDZ Ø\[ V`] � Ø Ì ] �� Ì ] �Ê [�_^O P ;

b cccccccce ,

¡ ; � G ! � �W�
^_______`

� � � � T � �Q �� ­ ÊO H � ; � � T � �Q �­ �O H ��A6� � T � �Q �­ Ø � VYXDZ Ø\[ ] Ø^O P ;� ­ Ø � V XDZ Ø\[ ] Ø^O P ;
bdccccccce ,

¡ A � G ! � �W�
^_______`

­ ÊO H � � � ; T � �Q �� ; � ; T � �Q �� ­ ØO H �sA#� ; T � �Q �­ � � VYXDZ Ø\[ ] �^O P ;� ­ � � V XDZ Ø\[ ] �^O P ;
bdccccccce ,

¡ < � G ! � �W�
^_______`
� ­ �O H � � �BA T � �Q �­ ØO H � ; �BA T � �Q ��sA4�&A T � �Q �­ Ê � VYXDZ Ø\[ ] �^O P ;� ­ Ê � V XDZ Ø\[ ] �^O P ;

b ccccccce ,

¡_N,� G ! � �W�
^______`
� ¨ T � � « ­ ØQ �� ¨ T � � « ­ �Q �� ¨ T � � « ­ ÊQ �¨ T � � «O Q P ;¨ T � � «O Q P ;

bdcccccce [
3.3 Rotationsin varianz der Euler -Gleic hung en

2D:
In Gleichung(2.9) ist dasIntegral
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Çî µ¥¶ � � � j � �
G � H � ; j ; � G ���

auszuwerten.Um die Rechnungzu vereinfachen,kannmandie Rotationsinvarianzder
Euler-Gleichungenausnutzen.Esgilt

j � � G � � � H j ; � G � � ; �÷+ � � � �� �Òç j � ��+y� �� � G �
mit

+�� �� �ú� ^__` x L L LL � � � ; LL ° � ; � � LL L L x
bdcce [

Hier seibemerkt,dass
�� �9� � � ! � ; �W�9� cos� ¤ �r! sin� ¤ �4� .

Dabeiist ¤ derWinkel zwischen	 � undderNormalen
�� (sieheAbb. 3.1).

x 1

x 2
n

α

Abbildung 3.1: Ausn utzen der Rotationsin varianz der Euler -Gleic hung en

3D:
In Gleichung(2.9) ist dasIntegralÇî µ:¶ � � � j � �

G � H � ; j ; � G � H ��A j A � G �4�
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auszuwerten.Um dieRechnungzuvereinfachen,kannmanwiederumdieRotationsinva-
rianzderEuler-Gleichungenausnutzen.Esgilt

j � � G � � � H j ; � G � � ; H j A � G � ��A �õ+ � � � �� �Òç j � �
+�� �� � G �
mit

+y� �� �K� ^____`
x L L L LL cos� ¤ � cos��aä� sin� ¤ � cos��aä� sin��aä� LL °

sin� ¤ � cos� ¤ � L LL °
cos� ¤ � sin��aÒ� °

sin� ¤ � sin��aä� cos��aÒ� LL L L L x
bdcccce [

Hier seibemerkt,dass� � � ! � ; ! �sA �W�9� cos� ¤ � cos��aä�r! sin� ¤ � cos��aä�¼! sin��aÒ��� .
Esgilt in 2D und3D naẗurlich 
 � � �
+ì�K�Ix und + � � � ¤ !Daä�W�÷+ F � ¤ !Daä� .
DerBeweisfolgt durcheinfachesEinsetzenundNachrechnen.Sokönnendiemehrdimen-
sionalenEuler-GleichungenzueinemeindimensionalemSystemtransformiertwerden.

3.4 Numerisc he Flussfunktionen für Systeme

Hier seiendie in dieserArbeit verwendetennumerischenFlussfunktionenerwähnt.Für
dieHerleitungderVerfahrensieheKröner[38].
Lax-Friedric hs [38]:ê�
b��%  � f �,! f �� ý�K�7) ² �� �) xz Î � ��  J � f �d� H � ��  J � f ��  � ° ¤ �� ¥� f ��  ° f ���®Ï [
Dabeiist ¤ �%  sodefiniert,dass c ðd�ôfe ¤ �%  e . h�g p [
Hier ist . h�g p derbetragsm̈aßiggrößteEigenwertderJacobimatrix� E J � f �4� in derUmge-
bungeinerKante

² �%  .
Steger-Warming [61],[38]:ê îbh�%  � f �8! f �� ù�K�7) ² �� �) Î Ã T�%  � f ��� f � H Ã ��%  � f �% ù� f �%  Ï [
Vijayasundaram [69],[38]:ê�i�%  � f �8! f �� ù�W�7) ² �� ä) Î Ã T�%  � f � H f �% z � f � H Ã ���  � f �

H f �� z � f �%  Ï [
Osher -Solomon [4],[58],[59]:êj� î�%  � f ��! f �� ù� t �7) ² �% ä) $ + � � � � �� ù�Òç ê�� îbk��  �
+�� � �� ù� f ��!�+y� � �% ù� f �� ù��%
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mit ê�� îlk��  � f �8! f �% ù� t � j � � f ��� H
Çm µ:¶ � E j � � f �4� � 
 f [ (3.4)

DabeiverbindeteinbestimmterPfad n ��  diePunktef � und f ��  in eindeutigerWeise.Die
DefinitionundHerleitungdesVerfahrenkannmanin [4] nachlesen.
DerZeitschrittwird aufgrundderCFL-BedingungdurchfolgendeBeziehungkontrolliert:¯ � ­ t � � çporq\st  µ �vuxw6y )8+$��)orzl{  n � ªY|Y|öª í o}zl{� n � ªY~Y~Y~ ª N )�. � � f �8! � �% ù�ì)'ç�o}zl{  n � ªY|Y|öª í ) ² �% ä)���� (3.5)

wobei �p��� dieCFL-Zahlist.

3.5 Implementierung von Randbedingung en

In diesemAbschnittsollendie verschiedenenRandbedingungenbehandeltwerden.Das
Gebietsei � . DenRandvon � bezeichnenwir mit ��� . Im InnerendesGebieteswird der
numerischeFlusszwischendemElement�j� unddemElement�j�&� wie obenbeschrieben
mit derFlussfunktion���&������� � ������� ausgewertet.Dabeisind ����������� �D� � ��� � �&� � ��� ���R� kon-
stantauf �j� und ���&� �������&� ��� �&� ��� �&� ��� �&� �D� �&�¡� � konstantauf �j�&� . Wenngilt �j� ¢£���¥¤�§¦ und�j�¨¢p��� mehralseinenPunktumfasst,soist dieseKantevon �©� eineRandkante.
Die verschiedenenRandbedingungenlauten:ª Einflussbedingung:Zu jedem�©� mit «�j�¬¢­���¥¤� L nehmeeineZelle ®�j� zumGebiet

hinzu,dieaußerhalbdesGebietesliegtundeinegemeinsameKantemit derZelle �j�
hat.DieseKanteist ¯©�&� . DieseZelle bezeichnenwir auchalsGhostzelle.In dieser
ZellegeltenzurZeit ° dieWerte�²±´³¶µj��°&���¥���·±´³¶µ©��°&� �D� ±´³¸µ �¹°&� ��� ±´³¶µ©��°&� ��� ±´³¶µj�¹°&� ��� ±�³¶µj��°&��� �»º
DannwertetmandennumerischenFlussüberdieseEinflusskantemit derFlussfunk-
tion �v��������� � �²±´³¶µj�¹°&��� aus.Bei unserenBeispielengeltenin der Ghostzellefür alle
Zeiten ° dieselbenfestenWerte �²±�³¶µ¼�½���·±´³¸µ �D� ±�³¶µ ��� ±�³¶µ ��� ±´³¶µ ��� ±�³¶µ·�¾� .ª Ausflussbedingung:Man nehmewie obenwiederzu �j� eine Ghostzelle ®�©� zum
Gebiethinzu.Definiere �²¿UÀ�Á��¹°&�­Â¸�+���l�¹°&� . Dannlautetder Fluss �v��������� � �²¿UÀ�Á��r�Ã �&�jÄ�ÅÆ������� .ª Reflektionsbedingung:MannehmewiedereineGhostzellezumGebiethinzu.Man
berechnetin Abhängigkeit der äußerenNormalendie ausdenGeschwindigkeits-
komponentenresultierendeGeschwindigkeit bzw. Impuls Çj�È�dÉAÊ¨Ä � ��ËÌÉÎÍÏÄ � ��ËÉxÐWÄ � � . Darausergebensichin derGhostzelledieWerte��ÑR±ÓÒÈ�¥����� ��� �WÔ�ÕfÄÖÇj�WÄÖÉLÊ ��� �ÏÔ�ÕfÄÖÇ��ÏÄvÉÎÍ �&� �×Ô�ÕfÄvÇj��Ä�ÉÎÐ ��� �Ø� � º
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Wennfür eineRandfl̈acheÙÚ�§ÛØÜlÉ7Ýv° gilt, soreduziertsichdieszu��ÑR±ÓÒf������� � Ô � � ��� � ��� � ��� �Ø� � º
Wennfür eineRandfl̈acheÞß�àÛ�Ü�É6Ý�° gilt, soreduziertsichdieszu��ÑR±ÓÒf������� ��� � � Ô � � ��� � ��� �Ø� � º
Wennfür eineRandfl̈acheá£�âÛØÜlÉ7Ýv° gilt, soreduziertsichdieszu��ÑR±ÓÒf������� ��� � ��� � � Ô � � ��� �Ø� � º
DannlautetderFluss���&������� � ��ÑR±¾ÒÖ� .ª Undurchl̈assigeWand:Für denFlussüberdie Randkantehat mandie BedingungãÉfÄ ãä �§ÉAÊ ä Ê
ËåÉxÍ ä ÍÆËÚÉÎÐ ä ÐÏ� L . Dadurchwird eineundurchl̈assigeWandsimuliert.
Hier wertetmandenFlusssofortaus.Seinun ¯©�����§�j��¢æ��� . Dannberechnetsich
derFlussfolgendermaßen:

ç©è�é�ê ��ÉAÊëÄlì·Ê6Ë�ÉÎÍ×ÄlìlÍëËíÉÎÐ×ÄlìlÐ/��î�ÝÈ� ç©è�é�êðïññññò LÉLÊ�ÄDóÉÎÍ×ÄDóÉÎÐ×ÄDóL
ô�õõõõö î�Ýf�}÷b¯©�&�L÷ ïññññò LÉLÊ�Ä�óÉÎÍ×Ä�óÉÎÐ×Ä�óL

ô�õõõõö º
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Kapitel 4

Discontin uous Galerkin Verfahren

Der Inhalt diesesKapitelsist die Herleitung,Motivationund Anwendungder Disconti-
nuousGalerkinVerfahren.Da in diesemKapiteldieverschiedenstenIntegrationsformeln
auf den verschiedenstenElementengebrauchtwerden,sollen diesezun̈achstin einem
Unterkapitelgesammeltwerden,damitmandeneigentlichenTeil ohnejeweilige Unter-
brechunglesenkann.

4.1 Integrationsf ormeln

Zunächstbezeichnenwir mitøúù Â¸�dû�óL�¹Ùx�f÷�óA��Ùx� ist Polynommit Grad üàý�þ
denRaumderPolynomevomGrad üàý .
Sp̈aterwerdenwir Basisfunktionenbenutzen.DazubietensichaufIntervallendieLegendre-
Polynomean.Diesesindbez̈uglichdesIntervalls ÿ Ô£� � ��� orthogonal(sieheStoer[62]).

Die Beziehungfür dieLegendrePolynomelautet

ø µ �¹Ùx�×� �Õ µ É�� î µî·Ù µ ���¹Ù Í Ô��Ö� µ � � Ép� L � � � Õ � ºvºvºxºø µ©��Ùx� ist ein Polynom É -ten Gradesund hat genauÉ einfacheNullstellenim IntervallÔ¼�£��Ù �â� .
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Die erstenLegendrePolynomelauten:ø�� ��Ùx���½�ø Ê���Ùx���àÙø Í���Ùx���àÙ Í Ô ÊÐø Ð���Ùx���àÙ Ð Ô Ð� Ùø
	 ��Ùx���àÙ 	 Ô��
�Ù Í Ë ÐÐ �ø � ��Ùx���àÙ � Ô Ê �� Ù Ð Ë �Í�Ê Ùø � ��Ùx���àÙ � Ô Ð�Ê �ÍRÐ�Ê Ù 	 Ë Ê � �ÍRÐ�Ê Ù Í Ô �ÍRÐ�Êø 
 ��Ùx���àÙ 
 Ô�� � Ð	 Í � Ù � Ë Ð�Ê �	 Í � Ù Ð Ô Ð �	 Í � Ù .
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Die Nullstellen Ù ³ derLegendre-PolynomesindgeradedieStützstellender
Gauss-Quadraturregeln.Für PolynomeóL�¹Ùx��� ø ù gilt:ç Ê� Ê óL��Ùx����� ³�� ³¸óA��Ù ³�� für PolynomeóA��Ùx��� ø ù º
exakt für óL�¹Ùx��� ø ù IntegrationspunkteÙ ³ Gewichte � ³ý �d� , Nullstellevon

ø Ê���Ùx� Ù7Ê×� L º L � Ê��§Õ º Lý ��� , Nullstellenvon
ø Í���Ùx� Ù7Ê×� Ô Ê� Ð�� Ô L º������ � � L Õ! !"j�$#�"� � Ê�� � º LÙ�Í²�§Ë Ê� Ð%� Ë L º������ � � L Õ! �"j�&#�"� � Í�� � º Lý � � , Nullstellenvon
ø Ð���Ùx� Ù7Ê×� Ô(' Ð� � Ô L º����*)+� "� � � �" Õ ) � � � Ê�� ��Ù�Í²� L º L � Í��-,�Ù�Ð²�§Ë ' Ð� � Ë L º.�!�*)+� "� ! � �"·Õ ) � � � Ð�� ��ý � � , Nullstellenvon
ø
	 ��Ùx� Ù7Ê � Ô L º #� j� �$�! ��j� � � " ) � � Ê � L º � )/� # �*) # )+� �Ù�Í � Ô L º ����"�"�#�� L ) �� !# ) " � Í � L º  � Õ�� )+� � �*) "Ù�Ð � Ë L º ����"�"!#j� L ) �! �# ) " � Ð � L º  � Õ�� )+� � �*) "Ù 	 � Ë L º #� j� �&�� ��j� � � " ) � � 	 � L º � )/� # �*) # )+� �ý ��" , Nullstellenvon
ø � ��Ùx� Ù7Ê � Ô L º " L  j� � "�# )+� "!��#� � ) � Ê � L º Õ!�! �"·Õ! �#!# � �Ù�Í � Ô L º�� ��# )  !"��j� L � L �  �#�� � Í � L º0)+� #� ·Õ!#� � L �Ù�Ð²� L º L � Ð � L º.�  !#�#�#�#�#!#�#�"Ù 	 � Ë L º�� ��# )  �"��j� L � L �  �#!� � 	 � L º0)+� #� ·Õ!#� � L �Ù � � Ë L º " L  j� � "�# )+� "���#� � ) � � � L º Õ!�! �"·Õ! �#!# � �
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ý �d� � ,Nullstellenvon
ø � �¹Ùx� Ù7Ê � Ô L º "��·Õ )  �" � � ) Õ � Ê � L º � � �$�·Õ )�) "·Õ )Ù�Í � Ô L º  � j�ÖÕ L "���# )+� � Í � L º �� L �  �� ��� � LÙ�Ð � Ô L º Õ!��#! j�$"j�$#! j� � Ð � L º1)  � "j�&��"�� )  Ù 	 � Ë L º Õ!�!#� j�$"j�&#� j� � 	 � L º1)  � "j�&��"�� )  Ù � � Ë L º  � ���Õ L "��!# )+� � � � L º �� L �  �� ��� � LÙ � � Ë L º "�� Õ )  �" � � ) Õ � � � L º � � �$�·Õ )�) "·Õ )ý �d�$� ,Nullstellenvon
ø 
 �¹Ùx� Ù7Ê � Ô L º " ) "�� L � "j�ÖÕ!� � Ê � L º ��Õ!" ) # ) "� � ·ÕÙ�Í � Ô L º��*) � � �j� �$# �  � Í � L º Õ � " � L � ��"j� �Ù�Ð � Ô L º1) L � # )+� � � � ) � Ð � L º ��#j�$#�� L�L � L �Ù 	 � L º L � 	 � L º1) � � " � "j�$#�� �Ù � � Ë L º0) L � # )+� � � � ) � � � L º ��#j�$#�� L�L � L �Ù � � Ë L º.�*) � � �j� �&# �  � � � L º Õ � " � L � ��"j� �Ù 
 � Ë L º " ) "j� L � "���Õ!� � 
 � L º ��Õ!" ) # ) "� � ·Õ

Tabelle 4.1: Integrationsf ormeln auf Inter vallen. 2 Ê� Ê$3547698;:<6>=�? ³A@ ³ 3B476 ³ 8 für Polyno-
me 3DC(E ù .
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Auf Dreieckenin 2D verwendenwir folgendeIntegrationsformeln:

exakt für óL�¹Ù � Þ©�F� ø ù Integrationspunkte Gewichte � ³
baryzentrischeKoordinatenG ³ý �âÕ G7Ê¨� L º L , G ÍÏ� ÊÍ , G Ð�� ÊÍ � Ê�� ÊÐG7Ê¨� ÊÍ , G ÍÏ� L º L , G Ð�� ÊÍ � Í�� ÊÐG7Ê¨� ÊÍ , G ÍÏ� ÊÍ , G�ÐÏ� L º L � Ð�� ÊÐý � ) G7Ê¨��H , G�ÍÏ�JI , G Ð��KI � Ê��KLG7Ê¨�JI , G Í��JH , G Ð��KI � Í��KLG7Ê¨�JI , G Í��KI , G�ÐÏ��H � Ð��KLG7Ê¨�KM , G Í���N , G Ð��JN � 	 � ÊÐ ÔOLG7Ê¨��N , G Í��JM , G Ð��JN � � � ÊÐ ÔOLG7Ê¨��N , G Í���N , G Ð���M � � � ÊÐ ÔOL
mit mitH � L º #j�$ �# )/����� Õ!"!# L )+� # � L � L º � L "�" � � �*) �� �!� �·Õ��$"I � ÊÍ �U� ÔOH¬�M � L º � L #j� L � L �$#��$ �# L � L ÕN�� ÊÍ �U�ðÔPMÎ�

Tabelle 4.2: Integrationsf ormeln auf Dreiec ken. 2 � 35476RQTS+8;:<6U:<SV=XWRYZW
? ³[@ ³ 354]\^8 für
Polynome 3_C_E ù .
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Auf demQuadratÿ Ô¼� � ��� Í in 2D verwendenwir folgendeIntegrationsformeln:Für Poly-
nomeóL��Ù � Þ©�F� ø ù gilt:ç Ê� Ê ç Ê� Ê óL�¹Ù � Þ©�¨��� ³`� ³ óL��Ù ³ � Þb³ � für PolynomeóL��Ù � Þ©�a� ø ù º

exakt für óL��Ù � Þ©�F� ø ù IntegrationspunkteÙ ³ � Þb³ Gewichte � ³ýß�½� Ù7Ê×� L º L , Þ�Ê¨� L º L � Ê¬� )©º Lýß��� Ù7Ê×�½Ô Ê� Ð , ÞÆÊ¨�dÔ Ê� Ð � Ê¬�½� º LÙ�Í²�½Ô Ê� Ð , ÞbÍÏ�âË Ê� Ð � ÍW�½� º LÙ�Ð²��Ë Ê� Ð , Þ
ÐÏ�dÔ Ê� Ð � ÐW�½� º LÙ 	 ��Ë Ê� Ð , Þ 	 �âË Ê� Ð � 	 �½� º Lýß� � Ù7Ê×�½Ôb' Ð� , Þ�Ê¬�½Ôb' Ð� � Ê¬� Í �, ÊÙ�Í²�½Ôb' Ð� , Þ
ÍW� L º L � ÍW� 	c�, ÊÙ�Ð²�½Ô ' Ð� , Þ
ÐW��Ë ' Ð� � ÐW� Í �, ÊÙ 	 � L º L , Þ 	 �dÔb' Ð� � 	 � 	c�, ÊÙ � � L º L , Þ � � L º L � � � � 	, ÊÙ � � L º L , Þ � �âËD' Ð� � � � 	c�, ÊÙ 
 ��ËD' Ð� , Þ 
 � Ô(' Ð� � 
 � Í �, ÊÙ , ��ËD' Ð� , Þ , � L º L � , � 	c�, ÊÙ � ��ËD' Ð� , Þ � �§ËD' Ð� � � � Í �, Ê
Tabelle 4.3: Integrationsf ormeln auf Quadraten. 2 Ê� Ê 2 Ê� Ê�3B476RQTS+8;:<6^:dSe=f? ³�@ ³ 35476 ³ QTS ³ 8
für Polynome 3_CDE ù .
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Auf Tetraedernin 3D verwendenwir folgendeIntegrationsformeln:

exakt für óL�¹Ù � Þ � á·�F� ø ù Integrationspunkte Gewichte � ³
baryzentrischeKoordinatenG©³ýß��Õ GÎÊ¨��H , G ÍÏ�JI , G�ÐÏ�JI , G 	 �KI � Ê¬� Ê	GÎÊ¨��I , G�ÍÏ��H , G�ÐÏ�JI , G 	 �KI � ÍW� Ê	GÎÊ¨��I , G�ÍÏ�JI , G Ð��JH , G 	 �KI � ÐW� Ê	GÎÊ¨��I , G�ÍÏ�JI , G Ð��KI , G 	 ��H � 	 � Ê	
mitH � �cg Ð � �Í � ��h º�� # �d) � h Õ hI � � � � �Í � ��h º �&��#j�$"� ! h

Tabelle 4.4: Integrationsf ormeln auf Tetraedern. 2 � 3B476RQTSUQci*8;:<6U:<S�:di_=XW/YjW ? ³ @ ³ 354]\U8
für Polynome 3_CDE ù .
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Auf demHexaederÿ�Ô¼� � ��� Ð in 3D verwendenwir folgendeIntegrationsformeln:Für Po-
lynomeóL�¹Ù � Þ � á·�F� ø ù gilt:ç Ê� Ê ç Ê� Ê ç Ê� Ê óL��Ù � Þ � á·�¨��� ³�� ³ óL��Ù ³ � Þb³ � á�³�� für PolynomeóL��Ù � Þ � á·��� ø ù º

Tabelle4.5: Integrationsformelnauf Hexaedern.

IntegrationsformelnaufHexaedern

exakt für óA��Ù � Þ � á·�F� ø ù IntegrationspunkteÙ ³ � Þb³ � á�³ Gewichte � ³ýß�½� Ù7Ê�� h º h , Þ�Ê¨� h º h , ábÊ¨� h º h � Ê¨��# º hýß��Õ Ù7Ê�� Ê� Ê | � , Þ�Ê¬� h º h , ábÊ�� Ê� Ð � Ê¨�âÕ º hÙ�Í�� h º h , Þ
ÍÏ� Ê� Ê | � , ávÍ��dÔ Ê� Ð � Ê¨�âÕ º hÙ�Ð��½Ô Ê� Ê | � , ÞbÐ�� h º h , ávÐ�� Ê� Ð � Ê¨�âÕ º hÙ 	 � h º h , Þ 	 �½Ô Ê� Ê | � , á 	 �½Ô Ê� Ð � Ê¨�âÕ º hýß��� Ù7Ê��½Ô Ê� Ð , ÞÆÊ�� Ô Ê� Ð , ábÊ¨�½Ô Ê� Ð � Ê¨�d� º hÙ�Í��½Ô Ê� Ð , ÞbÍ��§Ë Ê� Ð , ávÍ��½Ô Ê� Ð � ÍÏ�d� º hÙ�Ð���Ë Ê� Ð , ÞbÐW�½Ô Ê� Ð , ávÐ��½Ô Ê� Ð � ÐÏ�d� º hÙ 	 ��Ë Ê� Ð , Þ 	 ��Ë Ê� Ð , á 	 � Ô Ê� Ð � 	 �d� º hÙ � �½Ô Ê� Ð , Þ � � Ô Ê� Ð , á � ��Ë Ê� Ð � � �d� º hÙ � �½Ô Ê� Ð , Þ � �§Ë Ê� Ð , á � ��Ë Ê� Ð � � �d� º hÙ 
 ��Ë Ê� Ð , Þ 
 �½Ô Ê� Ð , á 
 ��Ë Ê� Ð � 
 �d� º hÙ , ��Ë Ê� Ð , Þ , ��Ë Ê� Ð , á , �§Ë Ê� Ð � , �d� º hýß� � Ù7Ê��½Ôb' Ð� , Þ�Ê¨�dÔb' Ð� , ábÊ×� Ô(' Ð� � Ê¨� Ê�Í �
 Í �Ù�Í��½Ôb' Ð� , Þ
ÍÏ� h º h , ávÍÏ�½Ôb' Ð� � ÍÏ� Í �T�
 Í �Ù�Ð��½Ôb' Ð� , Þ
ÐÏ�âËD' Ð� , ávÐÏ�½Ôb' Ð� � ÐÏ� Ê�Í �
 Í �Ù 	 � h º h , Þ 	 �½Ô(' Ð� , á 	 �½Ôb' Ð� � 	 � Í �T�
 Í �Ù � � h º h , Þ � � h º h , á � �½Ô(' Ð� � � � ÐRÍ �
 Í �
FortsetzungaufnächsterSeite
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Fortsetzungvon vorherigerSeite

exakt für óA��Ù � Þ � á·�F� ø ù IntegrationspunkteÙ ³ � Þb³ � á�³ Gewichte � ³Ù � � h º h , Þ � ��ËD' Ð� , á � �dÔ(' Ð� � � � Í �T�
 Í �Ù 
 ��ËD' Ð� , Þ 
 �dÔ(' Ð� , á 
 �½Ôb' Ð� � 
 � Ê�Í �
 Í �Ù , ��ËD' Ð� , Þ , � h º h , á , �dÔ(' Ð� � , � Í �T�
 Í �Ù � ��ËD' Ð� , Þ � �âËk' Ð� , á � �dÔb' Ð� � � � Ê�Í �
 Í �Ù7Ê � �dÔ ' Ð� , Þ�Ê � �½Ô ' Ð� , ábÊ � � h º h � Ê � � Í �T�
 Í �Ù7ÊRÊ×�dÔb' Ð� , Þ�ÊRÊ¨� h º h , ábÊRÊ�� h º h � ÊRÊ¨� ÐRÍ �
 Í �Ù7Ê�Í²�dÔ ' Ð� , Þ�Ê�ÍÏ��Ë ' Ð� , ábÊ�Í�� h º h � Ê�ÍÏ� Í �T�
 Í �Ù7Ê�Ð²� h º h , ÞÆÊ�Ð�� Ô(' Ð� , ábÊ�Ð�� h º h � Ê�ÐÏ� ÐRÍ �
 Í �Ù7Ê 	 � h º h , ÞÆÊ 	 � h º h , ábÊ 	 � h º h � Ê 	 � � Ê�Í
 Í �Ù7Ê � � h º h , ÞÆÊ � �§ËD' Ð� , ábÊ � � h º h � Ê � � ÐRÍ �
 Í �Ù7Ê � �âËD' Ð� , ÞÆÊ � � Ô(' Ð� , ábÊ � � h º h � Ê � � Í �T�
 Í �Ù7Ê 
 �âËD' Ð� , ÞÆÊ 
 � h º h , ábÊ 
 � h º h � Ê 
 � ÐRÍ �
 Í �Ù7Ê , �âËD' Ð� , ÞÆÊ , �§Ëk' Ð� , ábÊ , � h º h � Ê , � Í �T�
 Í �Ù7Ê � �dÔb' Ð� ,Þ�Ê � �½Ôb' Ð� , ábÊ � �§Ëk' Ð� � Ê � � Ê�Í �
 Í �Ù�Í � �dÔ ' Ð� ,Þ
Í � � h º h , ávÍ � ��Ë ' Ð� � Í � � Í �T�
 Í �Ù�Í�Ê×�dÔb' Ð� ,Þ
Í�Ê¬��ËD' Ð� , ávÍ�Ê���ËD' Ð� � Í�Ê¨� Ê�Í �
 Í �Ù�ÍRÍ²� h º h , ÞbÍRÍ�� Ô ' Ð� , ávÍRÍ���Ë ' Ð� � ÍRÍÏ� Í �T�
 Í �Ù�ÍRÐ²� h º h , ÞbÍRÐ�� h º h , ávÍRÐ��âËk' Ð� � ÍRÐÏ� ÐRÍ �
 Í �Ù�Í 	 � h º h , ÞbÍ 	 �§ËD' Ð� , ávÍ 	 ��ËD' Ð� � Í 	 � Í �T�
 Í �Ù�Í � �âËD' Ð� ,ÞbÍ � � Ô(' Ð� , ávÍ � ��ËD' Ð� � Í � � Ê�Í �
 Í �Ù�Í � �âËD' Ð� ,ÞbÍ � � h º h , ávÍ � ��ËD' Ð� � Í � � Í �T�
 Í �Ù�Í 
 �âËD' Ð� ,ÞbÍ 
 �§Ëk' Ð� , ávÍ 
 �âËD' Ð� � Í 
 � Ê�Í �
 Í �
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l l l l l l l l lmm
m

Abbildung 4.1: Quadraturpunkte: Exakt für Polynome 3_C_E Í auf Dreiec ken.

l l l l l l l l ln n n n no o o o o o o o o
p p p p p p p p pq q
q qqq

Abbildung 4.2: Quadraturpunkte: Exakt für Polynome 3_C_E 	 auf Dreiec ken.
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4.2 Notationen

In diesemAbschnittsindzumbesserenVersẗandnisschoneinigeNotationenvorwegge-
nommen.ä �¹Ù � Þ � °&� exakteFunktionin 2Dä �¹Ù � Þ � á � °&� exakteFunktionin 3Dä9r , ä9s ,äut ,ä9v partiellenAbleitungender

exaktenFunktion ä nachx,y,z,täuw �yx � °&��� µz³|{xÊ ä ³U�¹°&�~}�³��]xA� äuw Näherungsl̈osungvon ää ³ Freiheitsgrad}�³ Basisfunktion«äuw Â¶� �÷Ö��÷ ç � äRw Mittelwertvon äuw in Zelle �«ä µ w Â¸� �÷Ö�¥÷ ç � ä µ w Mittelwertvon ä µ w in Zelle �
nachÉ Zeitschritten

(2D, Quadrate,�¹Ù
�DÞj�F��� )

( � eineZelledesGebiets)äuw �¹Ù
�DÞR��°&�¨� ä ��°&�6Ë ä r ��°&����³U�¹Ùx�6Ë ä s ��°&�c�7�b��Þj� ä �¹°&� Mittelwertvon äRw in �ä r , ä s Freiheitsgrade� ³U��Ùx� ,�7�b��Þj� Basisfunktionen

Tabelle 4.6: Notationen.
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(2D, Quadrate,einespezielleZelle �]���T��� )ä ³7� � Mittelwertvon äuw in Zelle �]���T���
(3D, Hexaeder, ��Ù
�DÞR��á·�F��� )

( � eineZelledesGebiets)äuw ��Ù
��Þ���á^��°&�¨� ä ��°&�AË ä r ��°&����³U�¹Ùx�Ë ä s ��°&�~�Î�
��Þ©�ÎË ä t ��°&�T� ù �´á·� ä �¹°&� Mittelwertvon äRw in �ä r , ä s ,ä t Freiheitsgrade� ³U�¹Ùx� ,�7�
��Þj� ,� ù ��á·� Basisfunktionen

(3D, Hexaeder, einespezielleZelle �����T���/ý©� )ä ³7� �~� ù Mittelwertvon äuw in Zelle �]���T����ý©�
(3D, Hexaeder, einespezielleZelle �����T���/ý©� )ä r³7� �~� ù Freiheitsgradä r von äuw in Zelle �]���T����ý©�
(1D)ä µ³ numerischeLösungvon ä

im Gitterpunkt� zumZeitpunkt ° µ
Tabelle 4.7: Notationen.
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4.3 MUSCL-Verfahren und Limitierung

Ziel desAbschnittsist die begriffliche Kl ärungderBegriffe MUSCL-VerfahrenundLi-
mitierung.
Betrachtenwir dieskalareErhaltungsgleichungin �$�äuv Ë�ì¬� ä � r � h
mit geeignetenAnfangsdaten.ä µ� seidie konstanteApproximationderexaktenLösungä
in derZelle � zumZeitpunkt ° µ . Ù�� seiderMittelpunktderZelle � .
SeiendieWerte ä µ� � Ê , ä µ� , ä µ� g Ê , ä µ� g Í zumZeitpunkt ° µ gegeben.
DasGitter sei äquidistant,d.h. �»Ù���� Ù�� g Ê�Ô Ù����½ÛØÜlÉ7Ý�° . �»° µ Â¸� °Rµ g Ê¬Ô�°Rµ bezeichnet
dieZeitschrittweite.
In Definition 2.4.2 hattenwir ein explizites Finite VolumenVerfahrenersterOrdnung
definiert.Hier, für denskalarenFall, ergibt sichä �� Â¶� �� Ù�� ç r

é;�5��r é � �� ä � ��Ùx�&î Ùä µ g Ê� Â¸� ä µ� Ô � ° µ� Ù�� ���Î� ä µ� � ä µ� g Ê ��Ô �Î� ä µ� � Ê � ä µ� ��� º
UnserZiel ist esnun,ausdenstückweisekonstantenWertenstückweiselineareWertezu
rekonstruieren.Definierenwir dazuäR�� g �� � ä µ� Ë �Õ ��� ä µ� Ô ä µ� � Ê � ä µ� g Ê Ô ä µ� �
und äR�� g �� � ä µ� g Ê Ô �Õ ��� ä µ� g Ê Ô ä µ� � ä µ� g Í Ô ä µ� g Ê � º
Die Funktion � im allgemeinenwird Limiter genannt.Die folgendespezielleFunktion���¹Ù7Ê���Ù�ÍØ��Â¸�f� Ý&�´��É¨�¹Ù7Ê��~�>�ÓÉ¬�/÷�Ù7Êf÷��
÷vÙ�Í¼÷`� , falls Ù7ÊUÙ�Í�� hh , falls Ù7ÊUÙ�Í ü h
ist dersogenannteminmod -Limiter.
SeineAufgabeist es, bei der RekonstruktiondasEntstehenneuerExtremazu unter-
drücken.Mit densodefiniertenZwischenwertenä �³ g �� und ä �³ g �� könnenwir nundasso-

genannteMUSCL-Verfahren,einVerfahrenhöhererOrdnungim Ort definieren:ä �� Â¸� ��»Ù�� ç r
é�����r é � �� ä � �¹Ùx�&î Ùä µ g Ê� Â¸� ä µ� Ô �»° µ�»Ù�� ���Î� ä �� g �� � äR�� g �� ��Ô �Î� ä �� � �� � äR�� � �� ��� º (4.1)

WeitereLimiter, dieAnwendungin mehrerenRaumdimensionenunddieErweiterungauf
Systemekannmanin Kröner[38] nachlesen.
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4.4 Herleitung der Discontin uous Galerkin
Verfahren

In diesemAbschnittbetrachtenwir einAnfangswertproblem.DiesesProblemist gegeben
durchdiehyperbolischeDifferentialgleichung� v�ä Ë div ÅÆ� ä �¨� h , in ��� � h �&�f�5� (4.2)

wobei ���¦M ��� mit
derAnfangsbedingung ä �]x � h �¬� ä � �]xA� in � º (4.3)

Betrachtenwir zur HerleitungdesDiscontinuousGalerkinVerfahrenä zun̈achstalsska-
lareFunktion.Im AbschnittüberdieLimitierung4.8werdenwir dannzwischenskalarer
undvektorwertigerFunktion ä unterscheiden.
In einemVerfahrenersterOrdnungwird die Lösungä dieserGleichungdurchstückwei-
sekonstanteWerteapproximiert.Bei denverwendetenVerfahrenhöhererOrdnungwie
MUSCL [38],[26] oder ENO [38],[55] wird die Lösung ä dieserGleichungebenfalls
durchstückweisekonstanteWerteapproximiert.Dabeiwird aberin jedemZeitschrittaus
demkonstantenWert in einerZelle unddendazugeḧorigenNachbarzellenein Polynom
höherenGradesrekonstruiert.DiesesPolynomwird dannnochgeeignetlimitiert undmit
diesemdanndienumerischeFlussberechnungdurchgef̈uhrt.
UnserZiel ist es ä , stattwie im VerfahrenersterOrdnungdurchstückweisekonstante
Werte,durchPolynomehöherenGradeszuapproximieren.Wir sucheneinäuw �yx ��°&�¨� µ� ³¡{xÊ ä ³¾��°&�~}�³��yxL� º (4.4)

Hier seienä ³ die Unbekanntenund }l³¢�e£¥¤ß��� � geeigneteBasisfunktionen.Wir betrach-
tendenRaumderunstetigenFunktionen¦ w ��û<} w ��£ ¤ �´� ��Â/} w ÷¨§©� ¦ ��� �A�~ª5�«��¬ w þa� (4.5)

wobei ¬ w die TriangulierungdesGebietes� und
¦ ��� � dersogenanntelokaleRaumist.

Die Basisfunktionen}l³ sollenausdiesemRaum
¦ w sein.In dieserArbeit wird alsRaum¦ ��� � derRaum

ø ù �dû�ó ÷/ó ist PolynomvomGrad üàý�þ genommen.
Zur HerleitungdesVerfahrensmultiplizierenwir Gleichung(4.2)mit } w � ¦ w , integrieren
übereinTestvolumen�j����¬ w undersetzendieexakteLösungä durchdieApproximationäuw � ¦ w . Soerhaltenwir
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îî ° ç � é äuw �]x­��°&�~} w �]xL��î�x Ë �è é�ê7®&¯ � é ç è�é�ê ÅÆ� äuw �yx ��°&����ÄÖÉj�&�|} w �]xL��î�¯©���Ô ç � é ÅÆ� äRw �yx ��°&�&��Äd°_} w �]xL��î/xæ� h º (4.6)

Wir ersetzendie IntegraledurchdieQuadraturregelnwie folgt:ç è�é�ê ÅÆ� äuw �yx ��°&����ÄÖÉj�&�¡} w �]xL��î�¯©�&� � �� ± {xÊ � ± ÅÆ� äuw �]x ± ��°&�&��ÄÖÉ©�&�|} w �]x ± � ÷
¯©�&�ë÷�� (4.7)

wobei x ± ��¯©��� die Integrationspunkteund � ± die Gewichteder verwendetenIntegrati-
onsformelnsind.ç � é ÅÆ� äuw �yx ��°&����Äd°(} w �yxL�&î�x � ²� ± {xÊ � ± Å·� äuw �]x ± ��°&����Äd°(} w �yx ± �È÷Ö�j�£÷�� (4.8)

wobei x ± �æ�j� die Integrationspunkteund � ± dieGewichtederverwendetenIntegrations-
formelnsind.

Die in (4.7)und(4.8)benutztenIntegrationspunktex ± müssennochaufdasReferenzele-
menttransformiertwerden,umdie Integrationsformelnaus4.1anwendenzukönnen.
Bevor wir dasnumerischeSchemadefinierenkönnen,wollen wir folgendeDefinition
treffen.

DEFINITION 4.4.1 ( £ Í -Projektion)
Auf einemTestvolumen�j� seieinebeliebigeFunktion äuw gegeben.Gesucht ist eineFunk-
tion äB³ Ê�´ � ø Ê , für diegilt:ç � é ÷ äuw Ô ä ³ Ê�´ ÷ Í � o q_sµ ®�¶ � ç � é ÷ äuw Ô ó ÷ Í º (4.9)

DieseFunktionä�³ Ê�´ ist danndie £ Í -Projektionin denRaumderstückweiselinearenFunk-
tionen.

DerOperator
ø¢·�¸

seidie £ Í -Projektionø�·�¸ � äuw �¨� ä ³ Ê�´ �
wobei ä�³ Ê�´ durch(4.9)gegebenist.
Dannersetzenwir denFlussÅÆ� äuw �yx ��°&���LÄ�É©��� in (4.7)durchdienumerischeFlussfunktion���&��� ä � w �yx ��°&��� ä �&�w �]x­��°&��� underhaltenfolgendesSchema:
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äuw �]x­� h �¨� ø¢·�¸ � ä � �]xA���5�îî ° ç � é äRw �]x ��°&�c} w �yxL�&î Ù»Ë �è é´ê7®�¯ � é ÷b¯©���ë÷ �� ± {xÊu� ± ���&��� ä � w �yx ± �&°&�A� ä �&�w �yx ± �&°&���~} w �]x ± �Ô¥÷Ö�©� ÷ ²� ± {xÊR� ± ÅÆ� äuw �º¹x ± ��°&�&��Ä<°_} w �º¹x ± �¨� h �~ª�} w � ¦ w �^ª��©����¬ w º (4.10)

Dabeiseienx ± IntegrationspunktederverwendetenIntegrationsformelauf demRandei-
nesElementes.Die ¹x ± seienIntegrationspunktederverwendetenIntegrationsformelauf
demElement.
Wir definierennunfür }�³¢� ¦ w®£L�b� äuw ��}l³¹�²Â¸�½Ô �è é´ê»®�¯ � é ÷b¯©���ë÷ �� ± {xÊR� ± ���&��� ä � w �]x ± ��°&�A� ä ���w �]x ± ��°&���c}l³R�]x ± �Ë)÷��©�¼÷ ²� ± {xÊ�� ± ÅÆ� äRw �º¹x ± �&°&����Äd°_}�³U�º¹x ± � º (4.11)

Sokönnenwir Gleichung(4.10)schreibenalsîî ° ç � é äuw �]x �&°&�~}�³U�]xA�&î Ùå� ®£A�b� äuw �º}�³�� º (4.12)

Seien}·ÊA� ºvºvº �º}�µ die BasisfunktionendesRaumes
¦ w . DannmüssenÉ Gleichungenvom

Typ (4.12)betrachtetwerden.Die numerischeLösungvon(4.10)ist gegebendurchäuw �yx ��°&��� ä Ê��¹°&�~}·Ê��]xL�6Ë ä Í���°&�c}bÍl�yxL�6Ë ºvº�º Ë ä µ©��°&�c}lµ©�]xL��� ä ÊT}ÆÊ6Ë ä Íº}lÍ¬Ë ºvºvº Ë ä µ!}�µ º
Wir erhalten ç � é � v � ä Êc}·Êc}·ÊAË ä Í�}bÍº}·Ê6Ë ºvºvº Ë ä µd}lµ*}ÆÊ�� � ®£A�
� äuw �º}·Ê&�ç � é � v � ä Êc}·Êc}lÍ¬Ë ä Í�}bÍº}lÍ�Ë ºvºvº Ë ä µd}lµ*}bÍØ� � ®£A�
� äuw �º}lÍ/�ÄÖÄÖÄ ÄÖÄÖÄç � é � v � ä ÊT}ÆÊ~}�µðË ä Íº}lÍ¼}�µðË ºvº�º Ë ä µd}lµ*}�µ·� � ®£A�b� äuw �º}�µ·� º (4.13)

Definierenwir nundieMatrix ®½ � auf folgendeWeise:

®½ �fÂ¶� ïñññò ¾ � é } ÍÊ ¾ � é }bÍ¼}·Ê ºvºvº ¾ � é }�µ!}·Ê¾ � é }ÆÊ~}lÍ ¾ � é } ÍÍ ºvºvº ¾ � é }�µ!}lÍ...
...

...
...¾ � é }·Êc}�µ ¾ � é }lÍº}�µ ºvºvº ¾ � é } Íµ

ô õõõö º
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Somiterhaltenwir ®½ �ÏÄ ïñññò � v�ä Ê� v�ä Í
...� v�ä µ

ô õõõö � ïñññò ®£A�b� äuw �º}·Ê��®£A�b� äuw �º}lÍØ�
...®£A�b� äuw �º}lµ �

ô õõõö º
Mansieht,dassmanfür jedesElementdieMatrix ®½ � zu invertierenhat,um diesesGlei-
chungssystemzulösen.Die Matrix ®½ � wird alsMassenmatrixbezeichnet.Wennmannun
orthogonaleBasisfunktionenverwendet,d.h.esgiltç � é }�³U�yxL�~} ù �yxL�¨� h ª��ð¤��ý��cª��©����¬ w � (4.14)

dannist dieMatrix ®½ � eineDiagonalmatrix,sodassnurnochjedeZeiledesGleichungs-
systemsdurchdasDiagonalelementgeteiltwerdenmuss.
Zunächstwollenwir zumbesserenVersẗandnisweitereDefinitionenmachen.

DEFINITION 4.4.2 (Total Variation in 1D)
Für ì Â�ÿ1¿9�¼Àº��Á�M � definierenwir die totaleVariation von ì durch� ¦BÂ ¿�� Ã7Ä��Óì7��Â¸� Å�ÆÈÇ¿�{ r�É�Ê+r � Ê |Y|Y| Ê+r�Ë {ÈÃ µ � Ê� ù { � ÷
ì¬��Ù ù g Ê&��Ôíì¬�¹Ù ù �È÷��DÉ��]M Ì º
Im diskretenFall definierenwir für eineSequenz} �¥� ä ����� ®[Í Î vondiskretenWerten ä �� ¦ �]}j�ÏÂ¸� ¤� ��{ � ÷ ä � g ÊLÔ ä �£÷ º
DEFINITION 4.4.3 (Total Variation Diminishing)
Seiendie ä µ durch einVerfahrenwie (4.1)gegeben.
Dann wird diesesVerfahren ein TVD-Verfahren (TVD = Total Variation Diminishing)
genannt,wennfür alle É��0M Ì gilt� ¦ � ä µ g Ê �Ïü�� ¦ � ä µ ��ü�� ¦ � ä � �²�`Ï º
DEFINITION 4.4.4 (Total Variation Bounded (TVB))
WenneseineKonstanteÐ � h gibt, die nur von denAnfangswertenä � , � ¦ � ä � � und
allen möglichen É und �»° , so dass É5� ° ü � , abḧangt, nennenwir ein Verfahren ein
TVB-Verfahrenin h ü�°Ïü�� , falls gilt:� ¦ � ä µ �ÏüKÐ º
Esist klar, dasseinTVD-VerfahrenautomatischaucheinTVB-Verfahrenist.
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DEFINITION 4.4.5 (TVDM und TVBM)

GegebenseieineFunktion äuw �]x­��°&��� µz³|{xÊ ä ³U��°&�c}l³U�]xL� . Sei

«äuw Â¶� �÷���÷ ç � äuw º
a) Gilt dann � ¦ � «ä µ g Êw ��ü�� ¦ � «ä µ w ��ü�� ¦ � «ä �w �Ï�KÏÑ�
so ist dasVerfahrenein TVDM-Verfahren.TVDM bedeutet,dassdasVerfahrenein TVD
Verfahrenbzgl.derMittelwerteist.

b) Gilt dann � ¦ � «ä µ w �ÏüKÐ
mit der KonstantenÐ aus Definition 4.4.4,so ist das Verfahren ein TVBM-Verfahren.
TVBMbedeutet,dassdasVerfahreneinTVBVerfahrenbzgl.derMittelwerteist.

DEFINITION 4.4.6 (TVD-Limiter)
Wenn in einemVerfahren ein Limiter benutztwird und diesesVerfahren ein � ¦ � -

Verfahrenist, sonennenwir diesenLimiter auch einen� ¦ � -Limiter.

DEFINITION 4.4.7 (TVB-Limiter)
Wennin einemVerfahreneinLimiterbenutztwirdunddiesesVerfahrenein � ¦ Ð -Verfahren
ist, sonennenwir diesenLimiter auch einen� ¦ Ð -Limiter.

DEFINITION 4.4.8 (TVDM-Limiter)
Wennin einemVerfahren ein Limiter benutztwird und diesesVerfahren ein � ¦ � ½ -

Verfahrenist, sonennenwir diesenLimiter auch einen� ¦ � ½ -Limiter.

DEFINITION 4.4.9 (TVBM-Limiter)
Wenn in einemVerfahren ein Limiter benutztwird und diesesVerfahren ein � ¦ Ð ½ -

Verfahrenist, sonennenwir diesenLimiter auch einen� ¦ Ð ½ -Limiter.

Nach diesenkurzenDefinitionenkönnenwir die höhereOrdnungin der Zeit bei den
DiscontinuousGalerkinVerfahrenbetrachten.
Die höhereOrdnungin der Zeit wird durcheineTVD Runge-Kutta Zeitdiskretisierung
erreicht.Die TVD Runge-KuttaVerfahrenderOrdnungzwei unddrei wurdenin Kapitel
2 definiert.
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4.5 Theoretisc he Resultate über Discontin uous
Galerkin Verfahren

In diesemAbschnittsollentheoretischeErgebnissezu denDiscontinuousGalerkinVer-
fahrenausVeröffentlichungenzitiert werden.Speziellwird dieKonvergenzderVerfahren
im skalarenFall gezeigt.

Konvergenz der Discontin uous Galerkin Verfahren im skalaren
Fall

Jaffre, Johnsonund Szepessybeweisenin [31] die Konvergenzder DiscontinuousGa-
lerkin Verfahrenim skalarenFall. Die Beweistechnikenlaufendabeiähnlichwie bei der
Stromliniendiffusionsmethode[35].

BetrachtedieGleichung ä9v Ë Í� ³|{xÊ ì�³�� ä � r�Ò in M � Í �SM � g (4.15)

mit ä �UÄ7� h �¨� ä � in M � Í º (4.16)

Dabeisei ä9v � ¯ À¯ v , ì�³ÏÂ�M �ÓÁ M � glatteFlüssemit beschr̈anktenAbleitungenìRÔ³ . Weiter
habendieAnfangsdatenä � ��£¨Íl�
M � Í � kompaktenTräger.

LEMMA 4.5.1 Nehmenwir an, dassì Ô³ �ÖÕr�¥M �È� beschränkt ist unddassä � �Ö£�Íl�
M � Í �
kompaktenTräger hat.Dannkonvergierendie Lösungen äuw desDiscontinuousGalerkin
Verfahrenim

ø ±
-Fall ( ×ÙØ h ) stark in £ �1ÚÜÛµ �
M � Í �ÄM � g ���v� üÝÇ �½Õ gegendie eindeutige

Entropielösungä von(4.15),(4.16)für ÞßÁ h .
Beweis: SieheJaffre, JohnsonundSzepessy[31].

BEMERKUNG 4.5.2 In einerArbeit vonDespres[22] wird eineEntropieungleichung
für einehöhereOrdnungApproximationmittelsDiscontinuousGalerkinVerfahrenfür die
Euler-Gleichungengegeben.

Ordnung der Quadraturreg eln

Nun stellt sich die Frage,von welcherOrdnungdie verwendetenQuadraturregeln sein
müssen,umeinegewisseOrdnungzuerreichen.FolgenderSatz,derin einerderArbeiten
vonCockburnundShu[16] bewiesenwird, liefert unsdieAntwort darauf.
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Betrachtenwir diegewöhnlicheDifferentialgleichungîî ° äuw ��£ w � äuw ��M w � º (4.17)

Der Operator£ w � äuw � ist einediskreteApproximationvon Ô div ì¬� ä � . DasfolgendeEr-
gebnisgibt einenEinblick in dieQualiẗatdieserApproximation.

LEMMA 4.5.3 Seienä ÂÆ�à� � h �&�f�×Ô5Á M � und ìÖ³LÂ�M ��Ô�Á M � hinreichendglatt. Sei ìâáä �âì¬� ä ��Ä»��°&���¥�äã ù g Í�� ¤ �´� � . Sei MÚ��Ý�ó äuå � ä � . SeidieQuadraturformelüberdieKanten
exakt für Polynomevom Grad ü �ÓÕ ý Ë¥��� , also óÝ� ø Í ù g Ê . Seidie Quadraturformel
über die Elementeexakt für PolynomevomGrad ü �´Õ ý©� , also óÝ� ø Í ù . Nehmenwir
an,dassdie Familieder Triangulierungen æ ��ûd¬ w þ w&ç � regulär ist, z.B.esexistiert eine
Konstante� , sodassgilt: Þ � é� � é Ø � , ª��j����¬ w , ª5¬ w �èæ ,

wobei Þ � é derDurchmesservon �j� ist, und � � é derDurchmesserdergrößtenKugel in �j�
ist. Falls

ø ù ���j����� ¦ ���j���5ª��©�é�ä¬ w , gilt dann:÷_÷d£ w � ä ��MÎ�7Ë�î/�;}�ì¬� ä � ÷\÷ ��ê ³.ë ´UüKÕìÞ ù g Ê ÷bì¬� ä � ÷ íïî � ��ð ê ³�ë ´ º
Beweis: SieheCockburnundShu[16].

DieserSatzsagtuns,mit welchenQuadraturformelnwir jeweilsarbeitenmüssen,umeine
bestimmteOrdnungzuerreichen.

In Cockburnetal.[17]werdenfolgendeTheoremezuFehlerabscḧatzungenbewiesen.Die
folgendenSätzegeltenin 1-D im skalaren,linearenFall ( ì¬� ä �¨�§Û ä mit Û��]M � ).

LEMMA 4.5.4 (Erste £ Í -Fehler Absc hätzung)
Nehmenwir an, dassdie Anfangswertefunktionä � aus ñ ù g Ê � h ����� ist. Danngilt für den
Approximationsfehlerò ä Ô äuw ò � � ³ � �YÊ�´ üKÕ ÷ ä � ÷ ó�î � � ³ � �YÊ�´ ���»Ùx� ù g Ê�ô¾Í º
Dabeihängt Õ nur von ý , ÷lÛ ÷ unddemEndzeitpunkt� ab.

Beweis: SieheCockburn [17].

LEMMA 4.5.5 (Zweite £ Í -Fehler Absc hätzung)
Nehmenwir an, dassdie Anfangswertefunktionä � aus ñ ù g Í � h ����� ist. Danngilt für den
Approximationsfehlerò ä Ô äuw ò � � ³ � �YÊ�´ üKÕ ÷ ä � ÷ ó î � � ³ � �YÊ�´ ���»Ùx� ù g Ê º
Dabeihängt Õ nur von ý , ÷lÛ ÷ unddemEndzeitpunkt� ab.
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Beweis: SieheCockburn [17].

Wir treffen jetzt folgende

DEFINITION 4.5.6 (
ø ù

- Fall)
Wenndie exakteLösung ä durch ein Polynomaus

ø ù
approximiert wird, sprechenwir

vom
ø ù

- Fall.

Zusammenfassendkannmanalsosagen:
Betrachtetmanden

ø ù
- Fall, d.h. die gesuchteFunktionwird durchein Polynomvom

Grad ý approximiert,soist folgendeszubeachten:ª Die Integrationsformelfür denRandeinesElementesmussvonderOrdnungÕ
ý×Ë �
sein.ª Die Integrationsformelfür einElementmussvonderOrdnungÕ
ý sein.Unterdiesen
Annahmenwird in ([16],Theorem2.10)bewiesen,dassdie formaleKonsistenzord-
nung (unterhinreichendenRegulariẗatsannahmen)desRKDG Verfahrenvon der
Ordnung�´ýúËà��� ist.
(RKDG = Runge-KuttaDiscontinuousGalerkin)ª Die CFL-Zahlmusskleiner ÊÍ ù g Ê sein.VerlangtdieArt derRunge-KuttaZeitschritt-
DiskretisierungaucheineCFL Zahl kleiner � , soist dieseZahl nochmit derCFL-
Zahl desOrteszu multiplizieren.([14],Lemma2.10)Der Beweis gilt für denFallý � ���/Õ (secondund third-orderFall). Für ýõØf� ist dieseineVermutung,die in
numerischenTestsauchsoimplementiertwurde.

4.6 Verfahren zweiter Ordnung

Wenn man sich auf Rechtecke (2D) und Quader(3D) anstattauf Dreiecke, Tetraeder
und beliebigeHexaederbeschr̈ankt,kannmanals BasisfunktionenLegendre-Polynome
benutzen.Damit hatmanautomatischorthogonaleBasisfunktionenundmanerḧalt Dia-
gonalmatrizenals Massenmatrizen.Man kannalsoauf die aufwendigeInvertierungder
lokalenMassenmatrizenverzichten.

4.6.1 Dreiecke in 2D

Für den
ø Ê Fall benutzenwir denfolgendenAusdruckfür dieNäherungsl̈osungim Drei-

eck � : äuw �¹Ù
�DÞR��°&�¨� Ð� ³|{xÊ ä ³U�¹°&����³R��Ù
�DÞj� º
Dabeisinddie ä ³R��°&� die Freiheitsgradein denMittelpunktenderKanten.Die Basisfunk-
tionen � ³U��Ù
��Þ©� sind so gewählt, dasssie im Mittelpunkt der Kante � ³ denWert � und
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in denanderenMittelpunktendenWert h haben.Wir wählenhier die Mittelpunktean-
stattdie EckpunkteausfolgendemGrund:Seiendie ��³R��Ù
�DÞj�X� ø Ê �º�²� � º¡º � , dannsind��³R��Ù
�DÞj��������Ù
�DÞj��� ø Í . Für Dreiecke gibt eseine Quadraturformel,die die Quadratur-
punkteauf denMittelpunktender Kantenhat und für Elementeaus

ø Í exakt ist (siehe
Tabelle4.2).Somit sindbei dieserWahl derBasisfunktionendieseorthogonal.Deshalb
ist dieentstehendeMassenmatrixdiagonalundhatfolgendeGestalt:®½ §��}÷*� ÷bî/�Ü¿ �Î� �� � �� � �� � º
Dabeiist î/�Ü¿ �Î� �� � �� � �� �¨� ïò ÊÐ h hh ÊÐ hh h ÊÐ

ôö º
Explizit werdendiedreiBasisfunktionensodefiniert:�6ÊØ�;G � � h º h ��G7Ê¨� ÊÍ �¼G�ÍÏ� ÊÍ �¨�½� º h��ÍÖ�;G � � h º h ��G7Ê¨� ÊÍ �¼G�ÍÏ� ÊÍ �¨� h º h��ÐÖ�;G � � h º h ��G7Ê¨� ÊÍ �¼G�ÍÏ� ÊÍ �¨� h º h�6ÊØ�;G � � ÊÍ �¼G7Ê¬� h º h ��G ÍW� ÊÍ �¨� h º h��ÍÖ�;G � � ÊÍ �¼G7Ê¬� h º h ��G ÍW� ÊÍ �¨�½� º h��ÐÖ�;G � � ÊÍ �¼G7Ê¬� h º h ��G ÍW� ÊÍ �¨� h º h�6ÊØ�;G � � ÊÍ �¼G7Ê¬� ÊÍ ��G ÍÏ� h º h �¨� h º h��ÍÖ�;G � � ÊÍ �¼G7Ê¬� ÊÍ ��G ÍÏ� h º h �¨� h º h��Ð��;G � � ÊÍ ��GÎÊ¨� ÊÍ ��G�ÍÏ� h º h ��� � º h º

(4.18)

Die Quadraturformel̈uberdenRandmussexakt seinfür Polynomeó�� ø Ð . Wir nehmen
dieZweipunkt-Formel ç Ê� Ê óL��Ùx����óL�UÔ �ö � �6Ë óA� �ö � � für ó÷� ø Ð
ausTabelle4.1.
Die Quadraturformelauf demElementmussexakt seinfür Polynomeóä� ø Í . Hier wird
dieFormelmit dreiPunktenausTabelle4.2benutzt.

4.6.2 Quadrate in 2D

Fürden
ø Ê Fall benutzenwir denfolgendenAusdruckfür dieNäherungsl̈osungäuw �¹Ù
�DÞR��°&�

im Quadrat(oderallgemeinim achsenparallelenRechteck)ÿ Ù ³ � �� ��Ù ³ g �� ���âÿ`Þ � � �� ��Þ � g �� �
(dieseswerdenwir im folgendenauchmit Zelle �����T��� bezeichnen):
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äRw ��Ù
�DÞR��°&�¨� ä �¹°&�6Ë ä r �¹°&����³R��Ùx�AË ä s ��°&�c�7�b��Þj�5�
wobei ��³R��Ùx��� ÙrÔ Ù ³�»Ù ³�ø Õ �9�Î�
��Þ©�¨� Þ»Ô Þv�� Þv�[ø Õ �
und �»Ù ³7��Ù ³ g �� Ô Ù ³ � �� �¼� Þv�Ï�§Þ � g �� Ô Þ � � �� º
Die Freiheitsgradesinddann ä ��°&�5� ä r ��°&�5� ä s ��°&� º
Die Basisfunktionensind �ù��� ³R�¹Ùx�5�º�7�b��Þj� º
Diesesindwiederorthogonal.Die Massenmatrixist diagonalundlautet®½ ³Y� ���»Ù ³]� Þv�Øî/�Ü¿ �Î����� �� � �� � º
Die Quadraturformel̈uberdenRandmussexakt seinfür Polynomeó�� ø Ð . Wir nehmen
dieZweipunkt-Formel ç Ê� Ê óL��Ùx����óL�UÔ �ö � �6Ë óA� �ö � � für ó÷� ø Ð
ausTabelle4.1.
Die Quadraturformelauf demElementmussexakt seinfür PolynomeóO� ø Í . Wir neh-
mendie für PolynomeóÙ� ø Ð exakteFormelausTabelle4.3.ç Ê� Ê ç Ê� Ê óL��Ù
�DÞj�&î Ù�î·Þ ��óL��Ô �ö � �vÔ �ö � �6Ë óA��Ô �ö � � �ö � �6Ë óA� �ö � � �ö � �6Ë óL� �ö � ��Ô �ö � �
für óè� ø Ð .
Numerisc hes Verfahren

Zusammengefasstergibt sichim FallevonRechteckenin 2D folgendesnumerischesVer-
fahren.In derZelle �]���T��� giltäRw ��Ù
�DÞR��°&�¨� ä �¹°&�6Ë ä r �¹°&����³R��Ùx�AË ä s ��°&�c�7�b��Þj� º
Um besserkenntlichzu machen,dassessich um die Zelle �����T��� handelt,schreibenwir
nun � äuw � ³ ³7� ��´&�¹Ù
�DÞR��°&�¨��� ä � ³ ³»� ��´���°&�6Ë§� ä r � ³ ³7� ��´���°&��� ³U�¹Ùx�LË§� ä s � ³ ³7� ��´��¹°&�~�7�b��Þj�



58 KAPITEL 4. DISCONTINUOUS GALERKIN VERFAHREN

undnennendie Zelle �]���T��� nunauch � . Die NachbarnderZelle � nennenwir �r� . Die
gemeinsameKantevonderZelle � undeinerZelle � � nennenwir ¯Î� .
ZumdiskretenZeitpunkt °¨��° µ seiendieUnbekanntengegebendurch� ä � µ ³ ³7� ��´ ��� ä r � µ ³ ³7� ��´ ��� ä s � µ ³ ³7� ��´ º
Danngilt � ä � µ g ��³ ³7� ��´ � � ä � µ ³ ³7� ��´ Ô ú vú r�Ò ú s é Ä�� ä ó îû¿ ° � � ³ ³7� ��´� ä r � µ g ��³ ³7� ��´ � � ä r � µ ³ ³7� ��´ Ô Ð ú vú r�Ò ú s é Ä�� ä ó�î+¿·° � r � ³ ³7� ��´� ä s � µ g ��³ ³7� ��´ � � ä s � µ ³ ³»� ��´ Ô Ð ú vú r�Ò ú s é Ä�� ä ó�î+¿ ° � s � ³ ³7� ��´
mit � ä ó�î+¿·° � � ³ ³»� ��´ � zü § êþý § ê ist Nachbarvon §ùÿ ÷
¯Î�ë÷ z �± {xÊ � ±�Î��� äRw � µ ³ ³7� ��´ �¹Ù ± �DÞ ± ��° µ �A��� äuw � µ § ê ��Ù ± ��Þ ± ��° µ �&�� ä ó�î+¿·° � r � ³ ³7� ��´ � zü § êþý § ê ist Nachbarvon §ùÿ ÷
¯Î�ë÷ z �± {xÊ � ±�Î��� äRw � µ ³ ³7� ��´ �¹Ù ± �DÞ ± ��° µ �A��� äuw � µ § ê ��Ù ± ��Þ ± ��° µ �&��� ³U��Ù ± �Ô¥÷*� ÷ z ²± {xÊ � ± ÅÆ��� äRw � µ ³ ³»� ��´ � ®Ù ± � ®Þ ± ��° µ �&��Ä<°k� ³U� ®Ù ± �� ä ó�î+¿·° � s � ³ ³7� ��´ � zü § ê ý § ê ist Nachbarvon §ùÿ ÷
¯Î�ë÷ z �± {xÊ � ±�Î��� äRw � µ ³ ³7� ��´ �¹Ù ± �DÞ ± ��° µ �A��� äuw � µ § ê ��Ù ± ��Þ ± ��° µ �&�~�Î�
��Þ ± �Ô¥÷*� ÷ z ²± {xÊ � ± ÅÆ��� äRw � µ ³ ³»� ��´ � ®Ù ± � ®Þ ± ��° µ �&��Ä<°_�Î�
� ®Þ ± �
undweiter � ä � µ g Ê³ ³»� ��´ � ÊÍ � ä � µ ³ ³»� ��´ Ë ÊÍ � ä � µ g ��³ ³7� ��´ Ô ÊÍ ú vú r�Ò ú s é ÄÆ� ä ó îû¿ ° � � ³ ³7� ��´� ä r � µ g Ê³ ³7� ��´ � ÊÍ � ä r � µ ³ ³7� ��´ Ë ÊÍ � ä r � µ g ��³ ³7� ��´ Ô ÊÍ Ð ú vú r�Ò ú s é Ä�� ä ó�î+¿ ° � r � ³ ³7� ��´� ä s � µ g Ê³ ³7� ��´ � ÊÍ � ä s � µ ³ ³7� ��´ Ë ÊÍ � ä s � µ g ��³ ³7� ��´ Ô ÊÍ Ð ú vú r�Ò ú s é Ä�� ä ó�î+¿ ° � s � ³ ³»� ��´
mit
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� ä ó�î+¿ ° � � ³ ³7� ��´ � zü § ê ý § ê ist Nachbarvon §ùÿ ÷
¯Î�L÷ z �± {xÊ � ±�Î��� äuw � µ g ��³ ³7� ��´ ��Ù ± �DÞ ± ��° µ g �� �A��� äRw � µ g ��§ ê ��Ù ± �DÞ ± �&° µ g �� �&�� ä ó�î+¿ ° � r � ³ ³7� ��´ � zü § êþý § ê ist Nachbarvon §ùÿ ÷
¯Î�L÷ z �± {xÊ � ±�Î��� äuw � µ g ��³ ³7� ��´ ��Ù ± �DÞ ± ��° µ g �� �A��� äRw � µ g
��§ ê ��Ù ± �DÞ ± �&° µ g �� �&����³R��Ù ± �Ô¥÷*� ÷ z ²± {xÊ � ± ÅÆ��� äuw � µ g

��³ ³7� ��´ � ®Ù ± � ®Þ ± �&° µ g �� �&��Äd°k��³R� ®Ù ± �� ä ó�î+¿ ° � s � ³ ³»� ��´ � zü § êþý § ê ist Nachbarvon §ùÿ ÷
¯Î�L÷ z �± {xÊ � ±�Î��� äuw � µ g ��³ ³7� ��´ ��Ù ± �DÞ ± ��° µ g �� �A��� äRw � µ g ��§ ê ��Ù ± �DÞ ± �&° µ g �� �&�~�7�b��Þ ± �Ô¥÷*� ÷ z ²± {xÊ � ± ÅÆ��� äuw � µ g
��³ ³7� ��´ � ®Ù ± � ®Þ ± �&° µ g �� �&��Äd°_�7�b� ®Þ ± �

4.6.3 Tetraeder in 3D

Für den ��� Fall benutzenwir denfolgendenAusdruckfür dieNäherungsl̈osungim Tetra-
eder� : �����
	���
������������ �� � � � �

� ������� � �
	���
���� �"!
DabeiwerdendieFreiheitsgrade� � �
��� in denvierQuadraturpunktengewählt,dessenQua-
draturformelmit vier Punktenexakt für Polynomeaus�$# ist. Die Basisfunktionen� � �
	���
���� � werdensogewählt,dasssiein einemdervier QuadraturpunktedenWert % an-
nehmenundin denanderenQuadraturpunkten& sind(sieheAbbildung4.3).Somitsind
bei dieserWahl derBasisfunktionendieseorthogonal.Deshalbist die entstehendeMas-
senmatrixdiagonalundhatfolgendeGestalt:'(*) �,+ � + î -/.10 � %2 � %2 � %2 � %2 �"!
Die Quadraturformel̈uber den Randmussexakt sein für Polynome3546�$7 . Auf der
Dreiecksrandfl̈achenehmenwir eineQuadraturformel,die mit sechsPunktenexakt für
Polynome3849� � ist (sieheTabelle4.2).
Die Quadraturformelauf demElementmussexakt seinfür Polynome3:4*� # . Hier wird
dieFormelmit vier PunktenausTabelle4.4benutzt.
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3D (ZweiteOrdnung)

;�< ; � ; # ; 7 � � � # � 7 � �
Punkt1 = > > > 1 0 0 0
Punkt2 > = > > 0 1 0 0
Punkt3 > > = > 0 0 1 0
Punkt4 > > > = 0 0 0 1

mit = �5?A@ 7AB ?# < C & !EDGF D 2 %H&1IJ&> �K?�L B ?# < C & ! %HM F %HN1O1OJ&
Abbildung 4.3: Quadraturpunkte: Exakt für Polynome PRQRS # auf Tetraedern.

In dieserTabellekannmanablesen,wie die BasisfunktionenTGU ,VXWZY\[^]�]^]A[`_ in denjeweiligen Punkten

gewähltwerden.Die acb sinddie jeweiligenbaryzentrischenKoordinaten.

4.6.4 Hexaeder in 3D

Fürden�d� Fall benutzenwir denfolgendenAusdruckfürdieNäherungsl̈osung���e�
	���
����f�����
im Hexaederg 	 � L�hi ��	 � @Xhikj�l g 
cm L�hi ��
km @Xhikj�l g �cn L�hi ���cn @Xhioj :�����
	���
����f������� �p�
���rqs�ut �
����� � ��	��vqw�ux1�����^y m �

z�{qw��|}�
����~ n ��� �"�
wobei � � ��	���� 	,��	 �� 	 ��� I �uy m ��
f��� 
d��
 m� 
 m � I �z~ n ��� ��� �$��� n� � n � I !
und � 	 � ��	 � @ hi ��	 � L hi � � 
 m ��
 m @ hi �*
 m L hi � � � n ��� n @ hi �w� n L hi !
Die Freiheitsgradesinddann �v�
���"��� t �����"��� x �
���"��� | �����\!
Die Basisfunktionensind % ��� � �
	��"��y m �

z�"��~ n �`� �"!
Diesesindwiederorthogonal.Die Massenmatrixist diagonalundlautet'( � m�n � � 	 � � 
 m � � nc� -�. 0 � % � %M � %M � %M �"!
Die Quadraturformel̈uber den Randmussexakt sein für Polynome3546� 7 . Auf der
Randfl̈achenehmenwir eineQuadraturformel,die mit vier Punktenexakt für Polynome3849� 7 ist (sieheTabelle4.3).



4.7. VERFAHREN DRITTER ORDNUNG 61

� �L �
� �L � 3 �
	���
f� � 	 � 
�� 3 �^� %� M �c� %� M �rq 3 �^� %� M � %� M �rq 3 � %� M � %� M �rq 3 � %� M �k� %� M �

für 3�4�� 7 .
Die Quadraturformelauf demElementmussexakt seinfür Polynome3:4*�$# . Hier wird
dieFormelmit vier PunktenausTabelle4.5benutzt.� �L � � �L � � �L � 3 �
	���
���� � � 	 � 
 � ���Ip��3 � �B � | ? � & � �B 7 �rq 3 � & � �B � | ? �c� �B 7 �rq 3 �A� �B � | ? � & � �B 7 �rq 3 � & �k� �B � | ? �k� �B 7 �^� für 3�4���# !
4.7 Verfahren dritter Ordnung

4.7.1 Dreiecke in 2D

Für den � # Fall benutzenwir denfolgendenAusdruckfür dieNäherungsl̈osungim Drei-
eck � : ���e��	���
�������� �� � � � �

� ������� � �
	���
f�"!
Dabeiwerdendie Freiheitsgrade� � �
��� in densechsQuadraturpunktengewählt, dessen
Quadraturformelmit sechsPunktenexakt für Polynome3�4�� � ist. Die Basisfunktionen� � �
	���
f� werdenso gewählt, dasssie in je einemdersechsQuadraturpunktedenWert %
und in denanderenQuadraturpunktendenWert & annehmen(sieheAbbildung4.4).Bei
dieserWahl der Basisfunktionen� � ��	���
f� sind dieseorthogonal.Deshalbist die entste-
hendeMassenmatrixdiagonalundhatfolgendeGestalt:'(*) �,+ � + � -/.10 ������������� %M ����� %M ����� %M �*���"!
Die Quadraturformel̈uberdenRandmussexakt seinfür Polynome3�4*� ? . Wir nehmen
dieDreipunkt-FormelausTabelle4.1� �L � 3 �
	�� � 	�� DN g 3 �^��� MD �rq 3 ��� M D � j q FN 3 � & � für 3�4�� ? !
Die Quadraturformelauf denElementenmussexakt sein für Polynome3�45� � . Hier
nehmenwir dieFormelmit sechsPunktenausTabelle4.2.
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2D (VierteOrdnung)

;�< ; � ; # � � � # � 7 � � � ? � �Punkt1 = > > 1 0 0 0 0 0
Punkt2 > = > 0 1 0 0 0 0
Punkt3 > > = 0 0 1 0 0 0
Punkt4 �     0 0 0 1 0 0
Punkt5   �   0 0 0 0 1 0
Punkt6     � 0 0 0 0 0 1

mit = C & !¡F %HO F 2 ¢ D ¢ IJN F & 2 DJF1D> � �# � % � = �� C & ! %H& F %H&1M1&�% F %HO F & ¢ & I  � �# � % � � �� C & ! %H&1NJN D % ¢G2 M1O D1D M1I�%HN
Abbildung 4.4: Quadraturpunkte: Exakt für Polynome PRQRS � auf Dreiec ken.

In dieserTabellekannmanablesen,wie die BasisfunktionenT U ,VXWZY\[^]�]^]A[�£ in denjeweiligen Punkten

gewähltwerden.Die a b sinddie jeweiligenbaryzentrischenKoordinaten.

4.7.2 Quadrate in 2D

Fürden�$# Fall benutzenwir denfolgendenAusdruckfür dieNäherungsl̈osung���e��	���
������
im Quadrat(oderallgemeinim achsenparallelenRechteck)g 	 � L hi ��	 � @ hi j�l g 
 m L hi ��
 m @ hi j :��� �
	���
������¤� �p�
���rqw� t �
����� � ��	��rqs� x �
���Ay m ��
f�{qs� t�x �
����� � ��	��^y m �

z�q¥� t�t �����k��� #� �
	���� �7 �rqw� x�x �
���o��y #mf��
f�p� �7 �"�
wobei � � �
	���� 	,��	 �� 	 ��� I , y m ��
f��� 
���
 m� 
 m � I �
und � 	 � �¦	 � @ hi ��	 � L hi ,

� 
 m ��
 m @ hi ��
 m L hi !
Die Freiheitsgradesinddann�v�
���"��� t �
���"��� x �����"��� t�x �����"��� t�t �����"��� x�x �����"!
Die Basisfunktionensind% �§� � ��	��"��y m ��
f�"�§� � ��	��^y m ��
f�"�§� #� �
	���� %M ��y #m �

z�v� %M !
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Diesesindwiederorthogonal.Die Massenmatrixist diagonalundlautet'( � m � � 	 � � 
 m\� -�. 0 � % � %M � %M � %N � 22 D � 22 D �"!
Die Quadraturformel̈uberdenRandmussexakt seinfür Polynome3�4*� ? . Wir nehmen
dieDreipunkt-FormelausTabelle4.1� �L � 3 �
	�� � 	�� DN g 3 �^��� MD �rq 3 ��� M D � j q FN 3 � & � für 3�4�� ? ! (4.19)

Die Quadraturformelauf den Elementenmussexakt sein für Polynome354¨� �
. Wir

nehmendieNeunpunkt-FormelausTabelle4.3,diesogarexakt ist für Polynome384:� ? .
4.7.3 Hexaeder in 3D

Fürden�$# Fall benutzenwir denfolgendenAusdruckfür dieNäherungsl̈osung���e��	���
������
im Hexaederg 	 � L hi ��	 � @ hi j�l g 
 m L hi ��
 m @ hi j�l g � n L hi ��� n @ hi j :���e�
	���
����f�����©� �v�����rqs� t �
����� � �
	��rqs� x �
���Ay m ��
f�{qs� | �����A~ n �`�1�q¥� t�x ������� � �
	��Ay m ��
f�{qs� t§| ������� � �
	���~ n �`� �rqw� x�| �
���Ay m ��
f�A~ n ��� �qª� t�t �
���k�`� #� ��	���� �7 �rqs� x^x �����k��y #m �

z�p� �7 �rqw� |^| �
���k��~ #n ��� ��� �7 �"�
wobei � � ��	���� 	,��	 �� 	 ��� I �uy m ��
f��� 
d��
 m� 
 m � I �z~ n ��� ��� �$��� n� � n � I !
und � 	 � ��	 � @ hi ��	 � L hi � � 
 m ��
 m @ hi �*
 m L hi � � � n ��� n @ hi �w� n L hi !
Die Freiheitsgradesinddann�p�
���"��� t �
���"��� x �
���"��� | �
���"��� t�x �
���"��� t§| �
���"��� x�| �
���"��� t�t �
���"��� x^x �
���"��� |A| �����"!
Die Basisfunktionensind% ��� � �
	��"��y m �

z�"��~ n �`� �"��� � ��	��^y m �

z�§�§� � �
	���~ n �`� �§��y m ��
f�A~ n ��� �\�� #� ��	���� %M ��y #m ��
f�p� %M ��~ #n �`� ��� %M !
Diesesindwiederorthogonal.Die Massenmatrixist diagonalundlautet'( � m�n � � 	 � � 
 m � � nc� -�. 0 � % � %M � %M � %M � %N � %N � %N � 22 D � 22 D � 22 D �"!
Die Quadraturformel̈uberdenRandmussexaktseinfür Polynome3«49� ? (sieheTabelle
4.3).
Die Quadraturformelauf denElementenmussexakt sein für Polynome3¬4­� � (siehe
Tabelle4.5).
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4.8 Limitierung

In diesemAbschnittsoll die Limitierung bei denDiscontinuousGalerkinVerfahrenbe-
sprochenwerden.DieseLimitierungist notwendig,umOszillationenin dennumerischen
Verfahrenzuvermeiden.Bei denMUSCL (siehe4.3)oderENOVerfahren[38] wird in je-
demZeitschrittausstückweisekonstantenWertenin jederZellein Abhängigkeit derWer-
te in denNachbarzellenein Polynomvon höheremGradapproximiert.Vor derFlussbe-
rechnungwird diesesPolynomdanngeeignetlimitiert, um Oszillationenzu vermeiden.
Bei denDiscontinuousGalerkinVerfahrenwird nachjedemZeitschritteineProjektion
durchgef̈uhrt, um ebenfalls Oszillationenzu vermeiden.Siehedazudie folgendeSkizze
(4.5).

MUSCL / ENO

Daten zum Zeitpunkt  t(n)

Rekonstruktion eine s Polynom
höheren Grades aus konstanten
Werten

Limitierung des Pol ynoms

Flussberechnung

Update

Þ Daten zum Zeitpunkt  t(n+1)

Discontinuous
Galerkin

Daten zum Zeitpunkt  t(n)

Limitierung des Pol ynoms

Flussberechnung

Update

Þ Daten zum Zeitpunkt  t(n+1)

Abbildung 4.5: Vergleic h zwisc hen MUSCL/ENO Verfahren und Discontin uous Ga-
lerkin Verfahren

Formalist dasRunge-KuttaDiscontinuousGalerkinVerfahren(RKDG) folgendermaßen
definiert:

DEFINITION 4.8.1 (RKDG-Verfahren)
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® Setze� <� ��¯±°²� ��³§´ �
� < � ;® Für dieZeitschritte µ � & � % �c!k!c!o��¶�·¸� % berechne �u¹ @ �� wie folgt:

– Setze�{º <A»� ��� ¹� ;

– für - � % �k!c!c!k��¼�q % berechnedieZwischenwertfunktionen:

� º � »� ��¯½°¾���
� L �� ¿ � < =

� ¿ � º ¿ »� q > � ¿ � ��¹JÀ����
� º ¿ »� ����Á (4.20)

– Setze�u¹ @ �� ��� º n @ � »� .

Der Projektionsoperator ¯±°²� zur Limitierungwird im folgendenausf̈uhrlich behandelt.
Um deutlich zu machen,dasswir uns in einem � n

-Fall befinden,schreibenwir auch¯±°ªºEÂ�Ã »� statt ¯½°¾� . Die Koeffizienten = � ¿ und > � ¿ sind definiert durch das Runge-Kutta
Verfahren(sieheAbschnitt 2.5),umdiehöhereOrdnungin derZeitzuerreichen.

4.8.1 Projektion mittels Maximumsprinzip für skalare
Gleichung en

Bei skalarenGleichungenkannmanunterAusnutzungdesMaximumprinzipseineArt
vonProjektionbenutzen,beiderzwarauchlimitiert wird, aberaufeineexplizite Definiti-
oneinesLimitersverzichtetwerdenkann.DieseProjektiongeschiehtnachdemfolgenden
Algorithmus.® Die Approximation �����}� ¹m derexaktenLösung� sei in derZelle Ä m zumZeitpunkt� ¹ gegeben.® Bestimmefür jedeZelle Ä mÅ . 	 ¹m �ÇÆ¸ÈÊÉ{���
���H� ¹m �}�����}� ¹m � �kËHËHËk�}�
���H� ¹m�Ì � undÅ -`µ ¹mÍ�ÇÆRÎ s ���
���Ê� ¹m��H�����}� ¹m � �cËHËHËo�}�����}� ¹m�Ì � .

Dabeisind �
���}� ¹m � �cËHËHË\�}�����}� ¹m�Ì dieWertein den Ï Nachbarzellenvon Ä m .® Nun folgt die BerechnungeinesRunge-Kutta-Teilzeitschrittesgem̈assDefinition
4.8.1.® GiltÅ -`µ ¹mÑÐ �
� º � »� � m Ð Å . 	 ¹m für alleZellen Ä m ,
so brauchthier nicht limitiert zu werden.Fahrein diesemFall mit demnächsten
Runge-Kutta-Teilzeitschrittfort.
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® GiltÅ -`µ ¹mÑÐ �
�{º � »� � m Ð Å . 	 ¹m in einerZelle Ä m nicht,somussdieneueLösungdort limi-
tiert werden.Würdemanhier nichtsunternehmen,würdeneventuellneueExtrem-
werteentstehenundaußerdemwäredasMaximumsprinzipfür skalareFunktionen
[38] verletzt.

– KonstruiereeineneueLösung
'� º � »� aus� º � »� mit folgendenEigenschaften:

* Die Erhaltungseigenschaft[38] mussgewährleistetsein:� ·�Ò '� º � »� � � ·�Ò � º � »�
* DasMaximumsprinzipmusserfüllt sein:Å -`µ ¹m Ð '�{º � »� Ð Å . 	 ¹m
* EinesehreinfacheLimitierungerreichtmanz.B.so:Gilt

Å -�µ ¹m Ð �
�{º � »� � m Ð Å . 	 ¹m (4.21)

in einerZelle Ä m nicht,sohalbierein derGleichung������	���
����f������� �������rqs� t ������� � �
	��rqw� x �����^y m ��
f�{qw� | �
���A~ n ��� �
dieSteigungsfaktoren� t �
���\��� x �����\��� | ����� , bisBedingung(4.21)gilt. Solltedie
Bedingung(4.21)nacheinergewissenAnzahlvonSchrittennichterfüllt sein,
sosetze� t �����Ó�Ô� x �
���±�Z� | �
���±� & . Damit wird unterErhaltungseigenschaft
auf daskonstantePolynomzurückgeschaltet.

– Definierenun � º
� »�ÖÕ � '� º � »� undfahremit demnächsten

Runge-Kutta-Teilzeitschrittfort.

Man machesich deutlich,dassdiesesVerfahrennur dasglobale,nicht aberdaslokale
Maximumsprinziperfüllt. Somit ist dieskein ÄØ×�Ù -Verfahren,sondernnur ein Ä¥×�Ú -
Verfahren.

4.8.2 Projektion bei skalaren Gleichung en und Systemen

Bei dieserMöglichkeit desLimitierungsschrittfolgenwir demVorschlagvon Cockburn
undShu[17].
Hier wollenwir eineFunktionim �d� -Fall limitieren.
Zunächstkonstruierenwir einenLimitoperator ¯±°ªºEÂ h »� auf stückweiselinearenFunktio-
nen,sodassdie folgendenEigenschaftenerfüllt sind:® Falls ��� konstantist , gilt ¯±°ªºEÂ h »� ���Ø����� .
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® Die Erhaltungseigenschaftmussgewährleistetsein.Für jedesElement� derTri-
angulierungÛ � mussgelten: � ) ¯±°ªºEÂ h »� ���¥� � ) ����!

® Auf jedemElement� von Û � darfderGradientvon ¯½°$ºÜÂ h »� ��� nichtgrößeralsder
von ��� sein.

Rechtec ke und Hexaeder

Hier ist die Limitierung für denHexaederFall notiert.Die Reduzierungauf Rechtecke
ist offensichtlichbzw. kann in [17] nachgelesenwerden.Betrachtenwir zun̈achstden�d� -Fall in derskalarenVersion.Limitiert werdendieSteigungsvorfaktoren� t ��� x ��� | der
Gleichung �����
	���
����f������� �p�
���rqs� t �
����� � ��	��vqw� x �����^y m �

z�{qw� | �
����~ n ��� �"!
Um eine ÄØ×�Ù -Limitierungzuerhalten,müsstenwir � t durchÅÝ���ut � � � @ ��Þ m Þ n � � � Þ m Þ n � � � Þ m Þ n � � � L ��Þ m Þ n � (4.22)

ersetzen.
Dabeiist Å diegewöhlicheminmod FunktionÅÝ� . � �c!c!c!o� .1ß � Õ �Kàâá min

� + . � + , falls á � á -`0�µ � . � ���â!c!c!e� á -`0�µ � . ß �& , sonst
! (4.23)

Unglücklicherweisedegeneriertdieswie jedesandereÄØ×�Ù -Verfahrenzu einemVerfah-
renersterOrdnungin UmgebungvonkritischenPunkten[46].
CockburnundShumachenin [14] denVorschlag,� t stattdessendurchÅÝ�
� t � � � @ ��Þ m Þ n � � � Þ m Þ n � � � Þ m Þ n � � � L ��Þ m Þ n �"! (4.24)

zuersetzen.
Dabeiist Å diekorrigierteminmod Funktion[14], diedefiniertist durchÅÝ� . � �c!c!c!o� .1ß � Õ � à . � , falls + . � + Ð ( � 	 #ÅÝ� . � �c!c!k!k� .1ß � , sonst

! (4.25)

In %HÙ beweisenCockburn und ShufolgendesLemma,daseineAussagëuberdie Kon-
stante

(
macht.
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LEMMA 4.8.2 Betrachtenwir Regionen,in denen� 4äã$# und +u� t�t + Ð ( # ist. Dabei
ist

( # eineKonstante.
Falls ( � IM ( # �
oder ( � IN � M q %H& ( # ��Ë ( # Ë å #å # qæ+ � @ � <m +Jqç+ � L � <m + �
dannbeeinflusstdie Limitierung die Genauigkeit der approximiertenLösungin diesen
Regionennicht.

Beweis: SieheCockburnundShu[14].
Dadurchist diesesVerfahrenkein Ä¥×�Ù -Verfahrenmehr, sondernnurnocheinÄØ×�Ú -Verfahren[14].
Esist klar, dassgilt: Jekleiner

(
, destowenigerOszillationenwerdenzugelassen.In der

Praxiswird man
( # �¬Å . 	�èfÒÍ+ � <t�t + , wobei Ù m eineUmgebungvon glattenkritischen

Punktenvon � < ��	�� ist, wählen.In dieserArbeit habenwir mit
( �¬D & gerechnet.

Jetztwollenwir nochzwei theoretischeResultatevonCockburn [13] zitieren.Darinwird
spezielleine Aussagezur Konvergenzim nichtlinearenFall gegen die Entropiel̈osung
gemacht.

LEMMA 4.8.3 (Die TVBM Eigenschaft)
Wir nehmenan, dassder Limiter ¯±°²� ein TVBM-Limiter (sieheDefinition 4.4.9) ist.
Weiter seienalle Koeffizienten= � ¿ desRunge-Kutta Verfahrens(4.20) nichtnegativ und
erfüllen folgendeBedingung:� L �� ¿ � < =

� ¿ � % � - � % �c!k!c!k�§¼ªq % !
Danngilt +�é�u¹� + · ³ º < Þê� » Ð +�é� < + · ³ º < Þê� » q ã ( �±ë µÝì�& �
wobei ã nur von ¼ abḧangt.

Mittels desLemmasvonArzel í. -Ascoli kannfolgendesLemmabewiesenwerden.

LEMMA 4.8.4 (Konvergenz gegen die Entropie Lösung)
Seider Limiter ¯½°¾� ein TVDM- oder TVBM-Limiter (sieheDefinitionen4.4.8,4.4.9).
Weiter seienalle Koeffizienten= � ¿ desRunge-Kutta Verfahrens(4.20) nichtnegativ und
erfüllen folgendeBedingung:
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� L �� ¿ � < =
� ¿ � % � - � % �c!k!c!k�§¼ªq % !

DannexistierteineTeilfolge î é����ï
ð}�§ïòñ < derFolge î é���Jð}�cñ < , diedurch dasRKDGVerfahren
erzeugtwordenist undin À�ó¸� & � Ä Á�À � � & � % ��� gegeneineschwacheLösungdesProblems
(4.2),(4.3)konvergiert.

Falls die TVBMVersiondesLimiters ¯±°¾� benutztwird, konvergiert die ganzeFolge und
ist dieseschwacheLösungdieEntropielösung.

Weitergilt: Gilt für denLimiter ¯±°²�+ô+�é���õ��¯±°¾� �����Ê�¾+ô+ ö h º < Þê� » Ð ã � 	*+�é���R+ · ³ º < Þê� » �
danngilt dasobereResultatnicht nur für dieMittelwertederFolge î é���1ð}�cñ < , sondernfür
dieFolgederFunktionenî ���Jð}�cñ < .
DieserSatzverwendeteinenLimiter in seinerKonvergenzaussage,derSatz4.5.1jedoch
machtseineKonvergenzaussagefür denFall ohneLimiter.
Ähnlich wie in (4.24)wird � x ersetztdurchÅ���� x � � � Þ m @ ��Þ ÷ � � � Þ m Þ ÷ � � � Þ m Þ ÷ � � � Þ m L ��Þ ÷ �"�
wobeiin (4.25)

� 	 durch
� 
 ersetztwird.

Ähnlich wie in (4.24)wird � | ersetztdurchÅ���� | � � � Þ m Þ ÷ @ � � � � Þ m Þ ÷ � � � Þ m Þ ÷ � � � Þ m Þ ÷ L � �"�
wobeiin (4.25)

� 	 durch
� � ersetztwird.

Somitergibt sichalsoinsgesamtdieDefinitiondesProjektionsoperatorwie folgt:

¯½°$ºÜÂ h »� ��� �
	���
����f�����¤� �v����� (4.26)q ÅÝ�
� t � � � @ ��Þ m Þ ÷ � � � Þ m Þ ÷ � � � Þ m Þ ÷ � � � L ��Þ m Þ ÷ ��� � �
	��q ÅÝ�
� x � � � Þ m @ ��Þ ÷ � � � Þ m Þ ÷ � � � Þ m Þ ÷ � � � Þ m L ��Þ ÷ �^y m ��
f�q ÅÝ�
��|k� � � Þ m Þ ÷ @ � � � � Þ m Þ ÷ � � � Þ m Þ ÷ � � � Þ m Þ ÷ L � ��~ ÷ �`� �"!
Mit diesenDefinitionenkannmannunskalareGleichungenlimitieren.
ZumLimitieren im Fall vonSystemenben̈otigenwir zun̈achstfolgende
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DEFINITION 4.8.5 (charakteristisc he Variab len)
Sei ø �ù�
úu��ú � � ��ú � # ��ú � 7 ��û}��ü derVektorderEuler-Gleichungenin konservativen Varia-
blen.Die Matrix �`ý ¹ þ � ø ��� gen̈ugt der Gleichung ÿ L � � ø �k��ý ¹ þ � ø ��� ÿ � ø ���­¯¥� ø � (siehe
(2.4)). ÿ L � � ø � besteheausdenlinkenEigenvektorenvon ��ý ¹eþ � ø ��� . Dannnennenwir die
EinträgedesVektors 'ø Õ � ÿ L � � ø ��Ë ø
charakteristischeVariablen.

Betrachtenwir nundieFreiheitsgrade�p�
���§��� t �
���§��� x �
���§��� | �
��� derGleichung���e��	���
����f������� �p�����rqs�ute������� � �
	���qs�uxJ�
���Ay m ��
f�{qs��|}�����A~ ÷ �`�1�
alsvektorwertigeFunktionen.
Für SystemeschlagenCockburn und Shu[17] dasLimitieren der lokalencharakteristi-
schenVariablenvor. Um denVektor � t zu limitieren,gehenwir wie folgt vor:® BestimmedieMatrizen ÿ unddie Inverseÿ L � , diedieJacobimatrixbzgl.desMit-

telwertesim Element-�� ¼ in 	 -Richtungdiagonalisiert(siehe(2.4))

ÿ L � ý þ � � � � m ÷ �ýu� ÿ ��¯9�
wobei ¯ dieDiagonalmatrixist, dieausdenEigenwertenderJacobimatrixbesteht.
Hier seiwiederholt,dassdieSpaltenvon ÿ die rechtenEigenvektorenvon ��� h º ��� Ò Ã »� �unddieZeilenvon ÿ L � die linkenEigenvektorensind.® Transformierealle ben̈otigtenzu limitierendeGrößen,z.B. die drei Größen � t� m ÷ ,� � @ ��Þ m Þ ÷ � � � Þ m Þ ÷ und � � Þ m Þ ÷ � � � L ��Þ m Þ ÷ in Richtungder charakteristischenVariablen.
Dieserreichtman,indemmanjeweilsdenVektorvon links mit ÿ L � multipliziert.'� � � ÿ L � �ut� m ÷ ,

'� # � ÿ L � � � � @ ��Þ m Þ ÷ � � � Þ m Þ ÷ � ,
'� 7 � ÿ L � � � � Þ m Þ ÷ � � � L ��Þ m Þ ÷ �® WendenundenskalarenLimiter (4.25)auf jedeKomponentedestransformierten

Vektorsan.® Das Ergebnisder Limitierung wird in den urspr̈unglichenRaumzurücktransfor-
miert, indemmit ÿ von links multipliziert wird.� t � ÿ Ë Å��
	 ÷ � '� � � '� # � '� 7 �"!
Dabei ist Å��
	 ÷ so definiert:Für jede Komponenteder Vektoreintr̈agenehmedie
skalaremodifizierteminmod-Funktionaus(4.25).
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Dreiec ke und Tetraeder

Für die Limitierung bei DreieckenoderTetraedernverweisenwir zun̈achstauf die Idee
von Cockburn [17]. In dieserArbeit wird die obenbeschriebeneMethodefür Recht-
ecke auf Dreieckstriangulierungenangepasst.Dabeiwird Gebrauchvon sogenanntenB-
Triangulierungen[16] gemacht.Die Dreiecke erfüllen dabeigewisseWinkelbedingun-
gen.Sosindz.B. Triangulierungen,die durchTeilenvon RechteckenanderDiagonalen
entstandensind,B-Triangulierungen.Teilt mandieseDreiecke jedochnochein weiteres
Mal nachdemHalbierungsalgorithmus[4], so ist die entstehendeTriangulierungkeine
B-Triangulierungmehr.

Hier in dieserArbeit wollen wir einenWeg vorschlagen,der in gewisserWeisedie Idee
derENO-/MUSCL-Verfahren[38] aufgreift.DieserAlgorithmusfunktioniert für belie-
bigeTriangulierungen.Die Näherungsl̈osungim � � -Fall seigegebendurch:

���e��	���
�������� 7� � � � �
� ������� � �
	���
f�"!

Wir nehmenhier an, dassein Dreieckdrei Nachbardreiecke hat, somit alsonicht eine
odermehrKantenauf demRandhat.Sollte dasDreieckam Randliegen,so kannman
denfolgendenAlgorithmusab̈andernoderin diesemDreieckunterBerücksichtigungder
ErhaltungseigenschaftdiekonstanteLösungnehmen.Betrachtenwir dasDreieck � <

. Die
Nachbarnvon � <

seien� � � � # � � 7 . Bilde in jedemDreieck� � � - � & � % � I � M dasPolynom

���e��	���
������¾+ ) � � � � �
���rq . � �����k��	,��	�� � �rq�
 � �
���o��
���
�� � �"!
Dabeibezeichnet�
	�� � ��
�� � � denSchwerpunktdesDreiecks� �

. . � �����\��
 � ����� sind 4�� � . � � �
���
ist derMittelwert von ��� im Dreieck � �

. Die WertewerdendurchLöseneineslinearen
Gleichungssystemsbestimmt.

Bilde nunneueDreiecke � � m ÷ , indemdieSchwerpunktederDreiecke � � � � m � � ÷ mitein-
anderverbundenwerden.
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Bez̈uglichdesDreiecks� <
ermittelezus̈atzlichdiedreiPolynome� < ��# �
	���
������¾+ )�� h i � � < �
����q . < ��# �����k��	,��	�� � �rq�
 < ��# �
���o��
d�*
�� � �

ausdenBedingungen� < ��# �
	�� � ��
�� � �����¾+ )�� h i � � < �
���"�� < ��# �
	�� h ��
�� h �����¾+ )�� h i � � � �
���"�� < ��# �
	�� i ��
�� i �����¾+ )�� h i � � # �
���"�� < ��7 �
	���
������¾+ ) � h�� � � < �
����q . < ��7 �����k��	,��	�� � �rq�
 < ��7 �
���o��
d�*
�� � �
ausdenBedingungen� < ��7 �
	�� � ��
�� � �����¾+ )�� h�� � � < �
���"�� < ��7 �
	�� h ��
�� h �����¾+ )�� h�� � � � �
���"�� < ��7 �
	�� � ��
�� � �����¾+ )�� h�� � � 7 �
���"�� < #�7 �
	���
������¾+ )�� i � � � < �
����q . < #�7 �����k��	,��	�� � �rq�
 < #�7 �
���o��
d�*
�� � �
ausdenBedingungen� < #�7 �
	�� � ��
�� � �����¾+ )�� i � � � < �
���"�� < #�7 �
	�� i ��
�� i �����¾+ )�� i � � � # �
���"�� < #�7 �
	�� � ��
�� � �����¾+ )�� i � � � 7 �
���"!

Danachbenutzenwir dienormaleminmod-Limiter-FunktionausGleichung(4.23)Å t �ÇÅÝ� . < � . < ��# � . < ��7 � . < #�7 �
und Å x �ÇÅÝ��
 < ��
 < ��# ��
 < ��7 ��
 < #�7 �"!
Danachsetzenwir¯½°$ºÜÂ h »� ������	���
������¾+ )�� Õ � � < �����rqsÅ t �����k��	Ñ��	�� � �rqsÅ x �
���o��
d��
�� � �"!
Diesentsprichtim WesentlichenderLimitierungvonDurlofsky, EngquistundOsher[23].
Esist klar, dassdieserAlgorithmusdieErhaltungseigenschafterfüllt. DerWertim Schwer-
punktdesDreiecks� <

bleibt nämlichunver̈andert.Lediglich die Steigungsfaktorendes
linearenPolynomswerdeneventuell ver̈andert.Auch werdenkeineneuenExtremaer-
zeugt.Dieserim skalarenFall beschriebeneAlgorithmuskannsehreinfachauf Systeme
angewendetwerden,indemmanjedeKomponentegetrenntbetrachtet.

Limitierung bei quadratisc hen Funktionen

Am AnfangvonAbschnitt4.8.2wurdedieLimitierungeinerFunktionaus �d����e��	���
����f������� �p�����rqs� t ������� � �
	���qs� x �
���Ay m ��
f�{qs� | �����A~ ÷ �`�1�
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mittelsdesOperators̄½° ºÜÂ h »� besprochen.Hier soll nunbeschriebenwerden,wie Funk-
tionenaus��#���e��	���
����f�����¤� �v�����rqs� t �
����� � �
	��rqs� x �
���Ay m ��
f�{qs� | �����A~ ÷ �`�1�q¥� t�x ������� � �
	��Ay m ��
f�{qs� t§| ������� � �
	���~ ÷ �`� �rqw� x�| �
���Ay m ��
f�A~ ÷ ��� �q¥� t�t �����k��� #� �
	���� �7 �rqw� x�x �
���o��y #mu��
f�p� �7 �rqs� |A| �����k�
~ #÷ �`�1��� �7 �
mittelseinesOperators̄½°$ºÜÂ i »� limitiert werden.
SeidasPolynom���¥��� <� qw� �� qw� #� . Dabeisei� <� � �������"�

� �� ��� t �
����� � ��	��rqs� x �
���^y m �

z�"qs� | �
����~ ÷ �`� �
und � #� � � t�x ������� � �
	��Ay m ��
f�{qs� t§| ������� � �
	���~ ÷ ��� �rqs� x�| �
���Ay m ��
f�A~ ÷ ��� �q¥� t�t �����k�`� #� ��	���� �7 �rqs� x�x �����k��y #m ��
f�p� �7 �rqw� |A| �����k��~ #÷ ��� ��� �7 � !
Um nundie Projektion̄±°ªºEÂ i »� ��� auszurechnen,machenwir die Annahme,dassOszilla-
tionen,die in ��� auftauchen,in � �� zubeobachtensind.Deswegenmachenwir im Fall��� <� qs� �� ���Ç¯½°$ºÜÂ h »� ��� <� qs� �� �
keineLimitierung,weil wir annehmen,dasskeineOszillationenauftretenundsetzen¯±°ªºEÂ i »� ��� Õ ������!
Im anderenFall ��� <� qs� �� ����Ç¯½° ºÜÂ h »� ��� <� qs� �� �
löschenwir den � #� Teil, setzenalso ���Í��� <� q � �� undlimitieren denverbleibenden���
Teil wie obenbeschrieben(4.8.2).Wir erhalten¯½°$ºÜÂ i »� ��� Õ �Ç¯±°ªºEÂ h »� ��� <� qs� �� �"!
Wennwir die in %HÙ gültigenEigenschaftenfür Limiter auchin IJÙ annehmen,erhalten
wir folgendeAussage:Die Limiter ¯±°ªºEÂ h »� und ¯½°$ºÜÂ i »� sind Ä¥×�Ú -Limiter, jedochkeineÄØ×�Ù -Limiter. Diesfolgt ausderDefinition desLimiters (4.26),derDefinition 4.25und
Satz4.8.2.NumerischeTestslassenunsannehmen,dassdieseEigenschaftenaus%HÙ auch
in IJÙ gelten.
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Kapitel 5

Parallelisierung

Die numerischeSimulationvonkomplexenStrömungenmit denhier vorgestelltenexpli-
zitennumerischenVerfahrenerfordertsehrlangeRechenzeiten,wennmanaufeinemsehr
feinenGitterarbeitet.WennmandasGitter immerfeinerwählt,verkleinertsichebenfalls
aufgrundder CFL-Bedingungdie Zeitschrittweiteder Verfahren,waszus̈atzlich zu ei-
nerlängerenLaufzeitführt,weil bis zu einemdefiniertenEndzeitpunktmehrZeitschritte
gerechnetwerdenmüssen.Dies führt dazu,dasskomplexe Simulationenauf einzelnen
Workstationsnicht mehr in annehmbarerZeit gerechnetwerdenkönnen.Die Ideeliegt
nun nahe,dassdie Arbeit desVerfahrensauf mehrereProzessorenverteilt wird. Diese
Ideewird auf einemParallelrechnerumgesetzt.Deshalbsprechenwir von Parallelisie-
rung.
Die Vorteile der Parallelisierungvon hyperbolischenProblemenmit expliziten Verfah-
ren gegen̈uberder Parallelisierungmit impliziten Verfahrenoderauchelliptischenoder
parabolischenProblemensindoffensichtlich.EssindkeineGleichungssystememit Itera-
tionsverfahrenzu lösen.Die numerischeLösungzu einemneuenZeitschrittkanndurch
dieLösungzueinemälterenZeitpunktdefiniertwerden(sieheDefinitionen2.4.2, 2.5.1,
2.5.2oder4.8.1).Dabeiliegt dereigentlicheVorteil in derBeschr̈anktheitdesAbhängig-
keitsgebietes.

5.1 Message Passing Interface

Zunächstbetrachtenwir die ParallelisierungunterdemParallelisierungswerkzeug”Mes-
sagePassingInterface” (MPI). Dies ist ein BeispieleinesverteiltenSystems.Zunächst
mussdasRechengitterpartitioniertwerden.DiesegrundlegendeIdeeist dieGebietszerle-
gung:DasRechengitterwird in Teilgebietezerlegt, diedannaufdie jeweiligenProzesso-
rendesParallelrechnersverteiltwerden.Die einzelnenProzessorenrechnendannparallel
zueinanderaufdenentsprechendenTeilgebieten.Die PartitionierungdesGebieteswurde
mit derPartitionierungssoftwarePARTY [48] unternommen.Mit verschiedenenPartitio-
nierungsalgorithmen,dieauchin [53] beschriebensind,werdendabeijedemElementdes
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GesamtgebieteseinProzessorzugeordnet.DazumBerechnendernumerischenFlüssedie
Werteauf denNachbarelementenauchben̈otigt werden,wird ein Teilgebietum jeweils
alle Nachbarelementederzu diesemTeilgebietgeḧorigenElementeerweitert.Dieseda-
zukommendenElementenennenwir Geisterelemente , weil sie eigentlichzu einem
anderenTeilgebietgeḧorenundhier nur alsKopieexistieren.Abbildung5.1verdeutlicht
dies.

Abbildung 5.1: Datenaustausc h zwisc hen den Teilg ebieten
Abb. 5.1zeigtdieKommunikationzwischendenTeilgebietenunddendamitverbundenenDatenaustausch.

Die GrafikwurdefreundlicherweisezurVerfügunggestelltvonR. Schẅorer[53].

SokannjederProzessorunabḧangigvon denanderenseineBerechnungendurchf̈uhren.
LediglichnachjedemZeitschrittist einKommunizierungsschritterforderlich.Bei diesem
legt jedesElement,dasKopienauf anderenTeilgebietenhat,denOriginalwert auf diese
Kopien.
Algorithmus(5.1)beschreibtdasseriellenumerischeVerfahrenersterOrdnung.
Algorithmus(5.2)beschreibtdasparallelenumerischeVerfahrenersterOrdnungmit MPI.
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Algorithmus(5.3)beschreibtdasseriellenumerischeVerfahrenhöhererOrdnung.
Algorithmus(5.4) beschreibtdasparallelenumerischeVerfahrenhöhererOrdnungmit
MPI.
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serielles Verfahren erster Ordnungë Elementei setzeAnfangswerteu(i)���! 
do"

bestimme# � durchCFL-Bedingung$
Elementei"

update(i)=0%$
Elementei" $

Nachbarnj=neighbour(i,l)"
Falls (j & 0)"

berechneFlussüberRandkantevonElementi
update(i)+= fluss%

Falls (j ' i)"
berechneFlussüberKantezwischen(i,j)
update(i)+= fluss
update(j)-= fluss%%%$

Elementei"
u(i) += update(i)%�

+= # �%
Falls

� & �)(+*-,
, geheanSchleifenanfang.

Tabelle 5.1: Pseudo-Algorithm us für serielles Verfahren erster Ordnung.
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paralleles Verfahren erster Ordnung auf k Prozessoren (MPI)
zerlegeGesamtgitterin r Teilgitter .0/21-3-3-341�.65
jedesTeilgitter ist für sichkonsistent
einTeilgitter .87 besteheaus9:7 Elementen
dabeisinddieElementemit denIndizes

 
bis ;�<>=�?�@BADCE=�?GFIH Originale

dieElementemit denIndizes;�<�=�?�@BADCE=�? bis 9:7JFKH sindKopien$
ElementeL �M 1-3-3N341�9O7JFKH setzeAnfangswerteu(i)���! 

do"
bestimmeP+# �RQ 7 durchCFL-Bedingung
Komm unikation# �TSU� min 7�P+# �RQ 7$

ElementeL �V 1-3-3-3�1�9O7JFKH"
update(i)=0%$

ElementeL �V 1-3-3-3�1W;�<>=�?�@BADCE=�?GFIH" $
Nachbarnj=neighbour(i,l)"

Falls (j & 0)"
berechneFlussüberRandkantevonElementi
update(i)+= fluss%

Falls (j ' i)"
berechneFlussüberKantezwischen(i,j)
update(i)+= fluss
update(j)-= fluss%%%$

ElementeL �V 1-3-3-3�1W;�<>=�?�@BADCE=�?GFIH
FortsetzungaufnächsterSeite



80 KAPITEL 5. PARALLELISIERUNG

FortsetzungvonvorherigerSeite"
u(i) += update(i)%

Komm unikation$
Elemente L �V 1-3-3-3�1W;�<>=�?�@BADCE=�?GFIH"

kopiere Eintr äge auf die auf anderen Prozessoren lieg enden
Kopien (sof ern solc he existieren)%

oder
Komm unikation$

Elemente L � ;�<>=�?�@BADCE=�?�1N3-3-3N1>9:7JFIH"
hole Eintr äge von den auf anderen Prozessoren lieg enden
Originalen%�

+= # �%
Falls

� & �)(+*-,
, geheanSchleifenanfang.

Tabelle 5.2: Pseudo-Algorithm us für paralleles Verfahren erster Ordnung mit MPI.
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serielles Discontin uous Galerkin Verfahren höherer Ordnung$
Elementei undBasisfunktionenb setzeAnfangswerteu(i,b)���! 

do"
bestimme# � durchCFL-Bedingung

Für Runge-Kutta X �V 1-3N3-3N1�Y
(R=1für VerfahrenzweiterOrdnung,R=2für Verfahrendritter
Ordnung)" $

Elementei undBasisfunktionenb"
update(i,b)=0%$

Elementei" $
Nachbarnj=neighbour(i,l)"

Falls (j & 0)"
berechneFlussüberRandkantevonElementi
update(i,b)+= fluss%

Falls (j ' i)"
berechneFlussüberKantezwischen(i,j)
update(i,b)+= fluss
update(j,b)-= fluss%%%$

Elementei undBasisfunktionenb"
u(i,b) += update(i,b)(Abhängigkeit vonr beachten)%

FortsetzungaufnächsterSeite
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FortsetzungvonvorherigerSeite$
Elementei"

Projektion%%
(EndederRunge-Kutta-Schleife)�
+= # �%

Falls
� & �)(+*-,

, geheanSchleifenanfang.

Tabelle 5.3: Pseudo-Algorithm us für serielles Discontin uous Galerkin Verfahren
höherer Ordnung.
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paralleles Discontin uous Galerkin Verfahren höherer Ordnung
auf k Prozessoren
zerlegeGesamtgitterin r Teilgitter .0/21-3-3-341�.65
jedesTeilgitter ist für sichkonsistent
einTeilgitter .87 besteheaus9:7 Elementen
dabeisinddieElementemit denIndizes

 
bis ;�<>=�?�@BADCE=�?GFIH Originale

dieElementemit denIndizes;�<�=�?�@BADCE=�? bis 9:7JFKH sindKopien$
ElementeL �M 1-3-3N341�9O7JFKH undBasisfunktionenb setzeAnfangswerteu(i,b)���! 

do"
bestimmeP+# �RQ 7 durchCFL-Bedingung
Komm unikation# �TSU� min 7�P+# �RQ 7
Für Runge-Kutta X �V 1-3N3-3N1�Y

(R=1für VerfahrenzweiterOrdnung,R=2für Verfahrendritter
Ordnung)" $

ElementeL �V 1-3-3-341�9:7TFKH undBasisfunktionenb"
update(i,b)=0%$

ElementeL �V 1-3-3-341W;�<>=�?Z@BADCE=�?[FIH" $
Nachbarnj=neighbour(i,l)"

Falls (j & 0)"
berechneFlussüberRandkantevonElementi
update(i,b)+= fluss%

Falls (j ' i)"
berechneFlussüberKantezwischen(i,j)
update(i,b)+= fluss
update(j,b)-= fluss

FortsetzungaufnächsterSeite
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FortsetzungvonvorherigerSeite %%%$
ElementeL �V 1-3-3-341W;�<>=�?Z@BADCE=�?[FIH"

u(i,b) += update(i,b)(Abhängigkeit vonr beachten)%
Komm unikation$

Elemente L �M 1-3-3-341W;�<>=�?Z@BADCE=�?[FIH"
kopiere Eintr äge auf die auf anderen Prozessoren
lieg enden Kopien (sof ern solc he existieren)%

oder
Komm unikation$

Elemente L � ;�<>=�?Z@BADCE=�?�1-3-3N341�9O7JFKH"
hole Eintr äge von den auf anderen Prozessoren
lieg enden Originalen%$

Elementei"
Projektion%

Komm unikation$
Elemente L �M 1-3-3-341W;�<>=�?Z@BADCE=�?[FIH"

kopiere Eintr äge auf die auf anderen Prozessoren
lieg enden Kopien (sof ern solc he existieren)%

oder
Komm unikation$

Elemente L � ;�<>=�?Z@BADCE=�?�1-3-3N341�9O7JFKH
FortsetzungaufnächsterSeite
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FortsetzungvonvorherigerSeite"
hole Eintr äge von den auf anderen Prozessoren
lieg enden Originalen%%

(EndederRunge-Kutta-Schleife)�
+= # �%

Falls
� & �)(+*-,

, geheanSchleifenanfang.

Tabelle 5.4: Pseudo-Algorithm us für paralleles Verfahren höherer Ordnung mit MPI.

5.2 Shared Memor y

Das Konzeptbei der Parallelisierungunter ”SharedMemory” ist auf den erstenBlick
sehrviel einfacher. JederProzessorkannzu jederZeit auf denkomplettenHauptspeicher
zugreifen.DeshalbmussdasRechengebietnichtexplizit partitioniertwerden.Sei \^] die
AnzahlderProzessorenund \_9 dieAnzahlderElemente.DannrechnetjederProzessor

die Flüssefür `ba�caedgf Elementeaus.Dabeiist `ba�caedhf derganzzahligeAnteil von a�caid . Seij Sk� ` a�caidhfhl H . Dannrechnetder m -teProzessordieFlüssefür Elementm8n j bisElement

min PbP�m l H Q n j 12\_9 Q , m �o 1-3-3-3412\_]pFqH aus.Hierbei ist nun folgendeszu beachten.
Wennein Prozessorauf eineSpeicheradresse,die zumselbenZeitpunktauchvon einem
anderenProzessorgenutztwerdenkann,schreibenwill, somussdieseblockiertwerden.

DurchdenEinsatzvonParallelrechnernkannmannundieLaufzeitderVerfahrensehrver-
mindern.Im Idealfall würdemanerwarten,dassbeiderVerwendungvon 9 malsovielen
Prozessorendie Laufzeitmit demFaktor Hsr49 multipliziert wird. Dies ist allerdingsnur
theoretischmöglich und wird in der Praxisnicht erreicht,weil manzwischendenZeit-
schrittendie Kommunikation(MPI) bzw. dasBlockierenvon Speicheradressenbeachten
muss.JemehrProzessorenverwendetwerden,destomehrKommunikationuntereinander
ist vonNöten.In Abbildung5.2ist dieSkalierungdesDiscontinuousGalerkinVerfahrens
unterMPI abzulesen.In Tabelle5.5sinddie jeweiligenCPU-Zeitenbei Rechnungauf 2
biszu128Prozessorenabzulesen.
JederProzessormussvom jeweiligenProzessortypabḧangendein gewissesMaßannu-
merischenRechnungenzu bewältigenhaben,sodassnicht die meisteZeit wiederin die
Kommunikationinvestiertwerdenmuss.
Auf denProzessoren,auf denenwir gerechnethaben,ergabsich ausTesteineGrößen-
ordnungvon ca. 10000Elementen.In diesemFall dauertendie Rechnungenzwischen
denKommunikationsschrittenso lang,dassnicht die meisteZeit in die Kommunikation
investiertwerdenmusste.
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Abbildung 5.2: Skalierung des Discontin uous Galerkin Verfahren zweiter Ordnung
unter MPI.
Abb. 5.2zeigtdieSkalierungdesDiscontinuousGalerkinVerfahrenzweiterOrdnungunterMPI. Eswurde

dasForwardFacingStepProblem(sieheKapitel 7) mit 258048Elementenbetrachtet.Ausgewertetwurde

nach527Zeitschrittenzur Zeit tvuxwsy w�z4w�w�{N| undwurdeauf 2 bis 128Prozessorengerechnet.Sieheauch

die Tabelle.Auf derx-Achseist die AnzahlderProzessorenaufgetragen.Auf dery-Achseist dasVerḧalt-

nis }�~����������v�W���W�}�~����������v�W�U~�� aufgetragen.An derLagederPunktekannmansehen,dassdasVerfahrenfastoptimal

skaliert.

Wennwir nunerneutAbbildung5.1betrachten,sosagenwir, dashier eineGeisterebe-
ne derGrößeeinsvorliegt.Bei derVerwendungeinesVerfahrensersterOrdnungben̈otigt
manzurFlussberechnungnurdie Informationenin dendirektenNachbarzellen.D.h.man
musswie obenbeschriebennurnachjedemZeitschrittdieKopienmit denOriginalwerten
aktualisieren.Will mannunein VerfahrenhöhererOrdnungwie MUSCL oderENO par-
allelisieren,sokanndieGrößederGeisterebenesehrschnellsehrgroßwerden,weil man
zurRekonstruktionderPolynomehöherenGradesausdenstückweisekonstantenWerten
z.B. auchdie Nachbarnder Nachbarnben̈otigt. So kann je nachOrdnungdesVerfah-
rensdieAnzahlderGeisterelementesehrgroßwerden,wasnaẗurlich einenMehraufwand
anKommunikationbedeutet.Außerdemkönnendie partitioniertenGitter desVerfahrens
ersterOrdnungnichtbenutztwerden.
Bei denDiscontinuousGalerkinVerfahrenbestehtdiesesProblemnicht. Da die Infor-
mation überdasjeweilige PolynomhöherenGradesimmer lokal in einerZelle steckt,
ben̈otigt manwie im VerfahrenersterOrdnungnur die NachbarneinesElementeszur
Flussberechnungundkommtsomitmit einerGeisterebeneaus,d.hmankanndiePartitio-
nierungenderVerfahrenersterOrdnungweiterbenutzen.Diesist einweiterersehrgroßer
Vorteil derDiscontinuousGalerkinVerfahrengegen̈uberdenanderenVerfahrenhöherer
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AnzahlProzessoren CPU-Zeitin sec. ungef̈ahreAnzahlder
ElementeproProzessor

2 8650 129128-129391
4 4371 64512-65024
8 2338 32289-32594

16 1227 16145-16668
32 569 8071-8566
64 299 4037-4351

128 193 2019-2210

Tabelle 5.5: CPU-Zeiten bei Rechnung en mit verschiedener Anzahl von Prozesso-
ren mit dem MPI-Verfahren.

Ordnungwie MUSCL oderENO.
Algorithmus(5.6)beschreibtdasparallelenumerischeVerfahrenersterOrdnungmit dem
SharedMemoryModell.
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paralleles Verfahren erster Ordnung auf 9��O]0� Prozessoren
(Shared Memor y)
keineexplizite ZerlegungdesGittersnötig
Gitterbesteheaus 9 Elementen$

ElementeL �M 1-3-3N341�9�FIH setzeAnfangswerteu(i)����jD� � 9^rN9��O]0� l H���! 
do"
(seienwir nunaufdemk-tenProzessor)
(BlockiereSpeicherstellevonX bedeutet:Nur Prozessork darfauf dieseStelle
zugreifen)
(Barriere:Erst,wennalleProzessorendieseStelleerrreichen,gehtder
Algorithmusweiter)

bestimmeP+# �RQ 7 durchCFL-Bedingung
Bloc kiere Speicherstelle von # �# �TSU� min PbP+# �RQ 7�1�# �RQ
Gebe Speicherstelle von # � frei

Barriere$
ElementeL � m�� ����jD� 1-3-3N3N1 min PRPWm l H Q � �e�)jD� 1�9 Q FKH"

update(i)=0%
Barriere$

ElementeL � m�� ����jD� 1-3-3N3N1 min PRPWm l H Q � �e�)jD� 1�9 Q FKH" $
Nachbarnj=neighbour(i,l)"

Falls (j & 0) oder(j ' i)"
Falls (j & 0)"

berechneFlussüberRandkantevonElementi
Bloc kiere Speicherstelle von update(i)
update(i)+= fluss

FortsetzungaufnächsterSeite
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FortsetzungvonvorherigerSeite

Gebe Speicherstelle von update(i) frei%
Falls (j ' i)"

berechneFlussüberKantezwischen(i,j)
Bloc kiere Speicherstelle von update(i)
update(i)+= fluss
Gebe Speicherstelle von update(i) frei
Bloc kiere Speicherstelle von update(j)
update(j)-= fluss
Gebe Speicherstelle von update(j) frei%%%%

Barriere$
ElementeL � m�� ����jD� 1-3-3N3N1 min PRPWm l H Q � �e�)jD� 1�9 Q FKH"

u(i) += update(i)%
Barriere�

+= # �%
Falls

� & �)(+*-,
, geheanSchleifenanfang.

Tabelle 5.6: Pseudo-Algorithm us für paralleles Verfahren erster Ordnung mit Sha-
red Memor y.

Partitionierungender verschiedenenin dieserArbeit verwendetenGitter sind bei den
Lösungenim Kapitel überdiegerechnetenBeispielezufinden.
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Kapitel 6

Konvergenzbestimm ung in � �
Bei der Programmierungund der Darstellungder Ergebnissehabenwir, wie schonim
erstenKapitel erwähnt,dasGrafikpaket GRAPE[51], [28] benutzt,welchesamSonder-
forschungsbereich256derUniversiẗatBonngemeinsammit demInstitut für Angewandte
Mathematikin Freiburg seitJahrenentwickelt wird.

6.1 Shoc k Tube

6.1.1 Beschreib ung des Problems

DasShockTube-ProblemnachSod[57], bestehtdarin,dasseinGebietin zweiTeilgebiete
zerlegt wird, in denenjeweils zur Zeit

�T�� 
konstanteZusẗandevorliegen.Diesebeiden

GebietewerdendurcheinedünneMembrangetrennt.Nun platztdieseMembranundes
entstehendrei Wellen.DieseWellenheißenVerd̈unnungswelle,Kontaktunstetigkeit und
Schock.(sieheAbb.6.1)���

� 5
Dichte(t=0)

� � ����
� 5

Dichte P � '  �Q

� Verd̈unnungswelle� Kontaktunstetigkeit� Schock

Abbildung 6.1: Wellen bei Shoc k Tube
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Ziel numerischerVerfahrenist es z.B., den Schockso gut darzustellen,dasser über
möglichstwenig Gitterpunkteverschmiert.DiesesProblemwird in 1D gerechnet,wo-
bei z.B. für alle ¡¢&  

Zustand1 und für alle ¡¢'  
Zustand2 gilt. Man kanndieses

Beispielaberauchin 2D oder3D rechnen.Dort nimmt manz.B. für festes¡ für alle £�1�¤
dengleichenWert.Wir habendasfolgendeBeispielgerechnet.¥ �p¦ FOH�3  ¨§ H�3  ª©v«¬¦­ 3  ¨§ H�3  ª©�«¬¦® 3  ¨§ H�3  ª© . DabeigeltenfolgendeAnfangswerte:� P¯¡°1>£�1�¤¨1  �Q±�³²µ´ , ¡�&  H , ¡�'  1j P¶¡°1>£i1>¤¨1  �Q±� ² H�3�· , ¡�&   3 ´ , ¡�'  1� /4P¶¡°1>£�1�¤¨1  �Q±� �¹¸ P¯¡°1>£�1�¤¨1  �Q±� �¹º P¶¡°1>£i1>¤¨1  �Q±�M 3
Bei diesemBeispielwertenwir die numerischeLösungin

�»�p 3U¼�½ ausundvergleichen
siemit der”exakten”Lösung6.1.2.
Die anderenGrößenkönnenausdiesenvorgegebenenausgerechnetwerden.Wir neh-
men folgendeRandbedingungen:Am linken und rechtenRandnehmenwir Ausfluss-
Bedingungen.An denanderenRändernnehmenwir dieBedingung¾� nB¾� � � / � / l �i¸���¸ l�eº��¹º �M 

. Dadurchwird eineundurchl̈assigeWandsimuliert.

6.1.2 Exakte Lösung nach Chorin

Für dasRiemann-Problemin 1D hatChorin [9] einenAlgorithmusvorgestellt,mit dem
manzueinerZeit

�
dieWerteamOrt ¡ iterativ mit vorgegebenerGenauigkeit bestimmen

kann.DieseWertewerdendannals ”exakte” Lösungvon ShockTubeverwandt.Dieses
Verfahrenhabenwir benutzt,um im folgendendie numerischeKonvergenzordnungzu
bestimmen.Im folgendennennenwir dieLösungnachChorindieexakteLösung.

6.1.3 Numerisc he Konvergenzor dnung in ¿^À
Wir bestimmendienumerischeKonvergenzordnungfür dieVerfahrenersterOrdnungund
für dieDiscontinuousGalerkinVerfahrenzweiterunddritterOrdnung.Dazuvergleichen
wir die numerischeLösungmit der exaktenLösungnachChorin. Dannhabenwir die
Möglichkeit, die numerischebzw. experimentelleKonvergenzordnung(EOC)zu bestim-
men.
Für jedeZellewird derx-WertdesSchwerpunktesbestimmt.In diesemx-Wertwird dann
die exakteLösungmit demAlgorithmusvon Chorin bestimmtund dieserWert mit der
numerischenLösungin dieserZelleverglichen.Sohabenwir denFehleraufdemgesam-
tenGebietmit Hilfe einerIntegrationsformelbestimmt,die für Polynomevom Grad ÁpH
exakt ist. Â�ÃÅÄÆ P¶¡ QRÇ ¡ÉÈ�ÊsËpÊ ÄÆ P ÄÌ Q 3
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DabeibezeichnetË dasVolumenderZelle , überdie integriert wird,
ÄÌ denSchwerpunkt

der Zelle und

ÄÆ
die Funktion auf dieserZelle. In unseremFall ist dies die Differenz

zwischenexakterundnumerischerLösung.
Die EOCwird dannfolgendermaßenbestimmt:
Für die Normabscḧatzungnehmenwir als repr̈asentative Größedie Dichte, da bei ihr
alle drei Wellen ausgepr̈agt sind [38]. Der Druck und die Geschwindigkeit sind links
undrechtsderKontaktunstetigkeit gleich.Im folgendenbezeichnenwir dieLösungnach
Chorinmit � . Die numerischeLösungmit denverschiedenenVerfahrenbezeichnenwir
mit ��Í .
Für einGittermit GitterweiteÎ nimmtmanfolgendeAbscḧatzungfür denFehleran:Ï � F ��Í Ï2Ð�Ñ�ÒUÓ�Ô � �MnBÎ¨ÕJ3 (6.1)

Für einGittermit doppelterGitterweitenimmtmananalogÏ � F ��¸�Í Ï2Ð�ÑÖÒUÓ�Ô � �Mns× Õ nsÎ Õ (6.2)

an.Nunteilt manGleichung(6.1)durchGleichung(6.2).Dabeifällt dieKonstante� und
der Î -Termweg undmanerḧalt Ï � F ��Í Ï Ð Ñ ÒkÓ�ÔÏ � F ��¸�Í Ï2Ð Ñ ÒUÓ�Ô � H× Õ 3 (6.3)

WennmannundieGleichung(6.3)nachØ auflöst,erḧalt mandieexperimentelleKonver-
genzordnung(EOC) Ø �ÚÙ � PsÛ¶Ü�Ý�ÜRÞ¶ßEÛ+à Ñ�á®â4ãÛ¶Ü�Ý�ÜRßEÛ+à Ñ�á®â4ã QÙ � P�× Q 3 (6.4)

Dabeiist die   / -Norm in 1D bestimmtdurchÏ � F ��Í Ï Ð�ÑÖÒkÓ�Ô � Â Ó Ê � F ��Í Ê Ç�ä�åµæ�ç Ê � ç F � ç Í Ê�nkÎO3 (6.5)

Hier gilt Î � #_¡ . � ç ist dieexakteLösungin derDichteim Gitterpunkt¡ ç .
Für Zellenhabenwir entsprechendÏ � F ��Í Ï2Ð�Ñ�ÒkÓ�Ô � Â Ó Ê � F ��Í Ê Ç�äè�qæ�é Â Ãbê Ê � F � é Í Ê Ç�äèå¢æ�é Ê � é F � é Í Ê�n�ÊEË é Êë3 (6.6)

Hier ist � é dieexakteLösungin derDichteim SchwerpunktderZelle Ë é .
Die CPU-Zeitensinddabeirelativ. Wennmandasjeweilige Programmmit anderenOp-
tionencompiliert,soist dieCPU-Zeitnochzu reduzieren.Außerdemgibt esheuteschon
extremschnellereRechner. MankannandenCPU-Zeitennurablesen,dasssichdieFaust-
regelbesẗatigt:WennmandieAnzahlderZellen(Quadratein 2D)vervierfacht,sohalbiert
sichbeigleicherCFL-ZahldieZeitschrittweiteundsomitwird dieCPU-Zeitverachtfacht.
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Wenn man die Anzahl der Zellen (Hexaederin 3D) verachtfacht, so halbiert sich bei
gleicherCFL-ZahldieZeitschrittweiteundsomitwird dieCPU-Zeitversechzehnfacht.
Der Faktor siebzehnin denTabellenerklärt sich z.B. daraus,dassProgrammemit we-
niger ElementenwenigerHauptspeicherben̈otigenund deshalbeventuellim Cachedes
RechnersdiemeistenDatenliegenbleiben.
Die folgendenTabellenenthaltendenEOC-Wertundden   / -Fehler. Die CPU-Zeitensind
aufeinerr10000WorkstationvonSGImit einem200MHz Prozessorgerechnetworden.

Steger-Warming(ersteOrdnung)
nacht=0.75 CFL-Zahl=0.48

AnzahlderElemente 16000 128.000 1.024.000
entsprichtGitterweite h=0.05 h=0.025 h=0.0125  / -Fehlerin 3D 0.305139 0.209788 0.166239
EOC —– 0.54053 0.33567
CPU-Zeit 0:12min 3:27min 60:30min

Tabelle 6.1: Tester gebnisse mit Verfahren erster Ordnung in 3D auf Hexaedern.

Steger-Warming(DiscontinuousGalerkin2.Ordnung)
nacht=0.75 CFL-Zahl=0.2

AnzahlderElemente 16000 128.000 1.024.000
entsprichtGitterweite h=0.05 h=0.025 h=0.0125  / -Fehlerin 3D 0.074889 0.038426 0.020399
EOC —– 0.962671 0.91358
CPU-Zeit 8:56min 152:19min 2596:56min

Tabelle 6.2: Tester gebnisse mit Verfahren zweiter Ordnung in 3D auf Hexaedern.

DurchBenutzeneinesVerfahrenshöhererOrdnungwird der   / -Fehlerabsolutgesehen
beigleichbleibendemGittererheblichverkleinertunddieexperimentelleKonvergenzord-
nungerḧoht sich von 0.54(first order)auf 0.96(DG 2.Ordnung).Wennmanallerdings
nichtdieLaufzeiteninnerhalbeinesVerfahrens,sonderndieverschiedenenVerfahrenmit-
einandervergleicht,somussmannochber̈ucksichtigen,dassbei denVerfahrenhöherer
Ordnungpro Zeitschrittzwei bzw. drei Berechnungsschrittedurchdie Verwendungder
Runge-Kutta-Zeitdiskretisierungerforderlichsind.
Zum SchlussdiesesKapitel nocheineBemerkung.UnsererMeinungnachsagtderWert
derexperimentellenKonvergenzordnungzwar etwasüberdasverwendeteVerfahrenaus,
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Steger-Warming(DiscontinuousGalerkin3.Ordnung)
nacht=0.75 CFL-Zahl=0.18

AnzahlderElemente 16000 128.000 1.024.000
entsprichtGitterweite h=0.05 h=0.025 h=0.0125  / -Fehlerin 3D 0.075598 0.038645 0.020754
EOC —– 0.97348 0.88959
CPU-Zeit 39:13min 693:02min ca.204h

Tabelle 6.3: Tester gebnisse mit Verfahren dritter Ordnung in 3D auf Hexaedern.

aberbei weitemhaltenwir ihn für nicht so wichtig, wennman ihn als alleinigeInfor-
mationüberein Verfahrenerḧalt. Man mussparallel immer auchdenabsolutenFehler
einesVerfahrenauf einembestimmtenGitter betrachten.Es kannnämlich vorkommen,
dassbei ErweiterungeinesVerfahrensvon ersterOrdnungauf höhereOrdnungdie nu-
merischeKonvergenzordnungnurunwesentlichverbessertwird, derabsoluteFehleraber
fasthalbiertwird. DieswäredannunsererMeinungnachein gutesErgebnis,wasdurch
dieKonvergenzordnungalleinenichterkennbarist.

WennmansichQualiẗatderLösungen,dieRechenzeitenunddenSpeicherbedarfderein-
zelnenverwendetenVerfahrenanschaut,so mussmansagen,dassder Aufwandfür die
Erweiterungvon ersterauf zweiteOrdnungdurchdie eindrucksvollen Lösungenschon
gerechtfertigtscheint.Die Erweiterungauf dritte Ordnungerscheintjedochnicht mehr
ganzsoeffektiv, weil derGewinn durchdie sehrgroßeLaufzeitdesVerfahrenseherge-
ring ist. In Tabelle6.3 siehtmansogar, dasssich die Größenordnungder   / -Fehlerim
VergleichzuTabelle6.2nichtmehrver̈andert,ja sogarim Einzelfall schlechterwird.

6.1.4 Vergleic h verschiedener Verfahren höherer Ordnung

In diesemAbschnittsollendie DiscontinuousGalerkinVerfahrenmit denVerfahrener-
sterOrdnungunddenMUSCL-Verfahrenexplizit verglichenwerden.Die Frageist zum
Beispiel folgende:Rechneauf einemGitter mit denDiscontinuousGalerkinVerfahren
underhalteeinen  / -Fehler. Wie fein undwie langemussmanrechnen,ummit demVer-
fahrenersterOrdnungunddemMUSCL-Verfahrendiesen  / -Fehlerauchzu erreichen.
Betrachtedazudie folgendenTabellen.Alle RechnungenwurdenaufeinemRechteckgit-
ter in 2D mit derFlussfunktionvon StegerundWarmingauf einerSGI r10000Worksta-
tion gemacht.DabeiwurdedasobenbeschriebeneShockTubeProblemnach

�0�o 3U¼�½
ausgewertetundmit derexaktenLösungnachChorinverglichen.
Nehmenwir alsReferenzden   / -Fehlervom DiscontinuousGalerkinVerfahrenzweiter
Ordnungbei #0¡ � /ì)í . Dafür ben̈otigt dasProgramm54Sekunden.Um dievergleichbare
Genauigkeit beim MUSCL-Verfahrenzu erreichen,müsstemandie Gitterweitevon ca.
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#0¡ � // º í nehmenund ca.8 Minuten rechnen.Beim VerfahrenersterOrdnungmüsste
maneineGitterweitevon #0¡ � /î ì)í nehmenundca.2 Stundenund10Minutenrechnen.
Wie dieRechnungenmit demForwardFacingStepProblem(siehenächstesKapitel)aber
zeigen,kannmanbei VerfahrenersterOrdnungdurchein sehrfeinesGitter die Scḧarfe
von denSchockserḧohen,aberin derKontaktunstetigkeit ist dasPḧanomendesWirbels
nichtauflösbar. Diesist einweiteresArgumentfür dieDiscontinuousGalerkinVerfahren.
Bei Verfahrenmit zuvielnumerischerViskosiẗatwerdenDetailseinfachweggeglättet.

DiscontinuousGalerkinVerfahrenzweiterOrdnung(CFL-Zahl0.21)#0¡ � #_£ /¸ í /ì)í /ï í // î í
AnzahlderElemente 800 3200 12800 51200
AnzahlderZeitschritte 84 169 340 682  / -Fehlerin 2D 0.076061 0.036802 0.019854 0.010985
EOC —– 1.047373 0.890354 0.853895
CPU-Zeit(h:min:sec) 0:07 0:54 7:55 1:06:26#0¡ � #_£ /º�¸ í /î ì)í

AnzahlderElemente 204800 819200
AnzahlderZeitschritte 1365 2732  / -Fehlerin 2D 0.005251 0.003005
EOC 1.064871 0.805227
CPU-Zeit(h:min:sec) 9:01:03 73:51:16

Tabelle 6.4: Ergebnisse mit Discontin uous Galerkin Verfahren zweiter Ordnung
Tabelle6.4zeigtdie ErgebnissedesDiscontinuousGalerkinVerfahrenszweiterOrdnungin 2D auf einem

Quadratgitter.
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MUSCL VerfahrenzweiterOrdnung(CFL-Zahl0.48)#0¡ � #_£ /¸ í /ì)í /ï í // î í
AnzahlderElemente 800 3200 12800 51200
AnzahlderZeitschritte 36 74 149 298  / -Fehlerin 2D 0.169211 0.093124 0.053351 0.029601
EOC —– 0.861598 0.803638 0.849869
CPU-Zeit(h:min:sec) & 0:01 0:06 1:04 9:37#_¡ � #_£ /º�¸ í /î ì)í

AnzahlderElemente 204800 819200
AnzahlderZeitschritte 597 1195  / -Fehlerin 2D 0.016655 0.009788
EOC 0.829691 0.766869
CPU-Zeit(h:min:sec) ca.1:21:00 ca.9:50:00

Tabelle 6.5: Ergebnisse mit MUSCL Verfahren
Tabelle6.5zeigtdieErgebnissedesMUSCL VerfahrenszweiterOrdnungin 2D aufeinemQuadratgitter.

VerfahrenersterOrdnung(CFL-Zahl0.48)#0¡ � #_£ /¸ í /ì)í /ï í // î í
AnzahlderElemente 800 3200 12800 51200
AnzahlderZeitschritte 36 73 148 297  / -Fehlerin 2D 0.304227 0.209298 0.139433 0.090630
EOC —– 0.539590 0.585986 0.621511
CPU-Zeit(h:min:sec) & 0:01 0:03 0:24 3:07#0¡ � #^£ /º�¸ í /î ì)í

AnzahlderElemente 204800 819200
AnzahlderZeitschritte 596 1194  / -Fehlerin 2D 0.058376 0.037387
EOC 0.634613 0.642839
CPU-Zeit(h:min:sec) 25:51 ca.2:10:00

Tabelle 6.6: Ergebnisse mit Verfahren erster Ordnung
Tabelle6.6zeigtdieErgebnissedesVerfahrensersterOrdnungin 2D aufeinemQuadratgitter.
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Abbildung 6.2: Dichte mit Verfahren erster Ordnung.
Abb. 6.2 zeigt einen2D-Schnittder numerischenLösungder Dichte beim ShockTubeProblemin 3D.

Die Rechnungwurdeauf einemHexaeder-Gitter mit 1.024.000Elementengemacht.Benutztwurdeein

VerfahrenersterOrdnungmit numerischerFlussfunktionvonStegerundWarming.Ausgewertetwurdedie

LösungzumEndzeitpunktt=0.75.
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Abbildung 6.3: Dichte mit Discontin uous Galerkin Verfahren zweiter Ordnung.
Abb. 6.3 zeigt einen2D-Schnittder numerischenLösungder Dichte beim ShockTubeProblemin 3D.

Die Rechnungwurdeauf einemHexaeder-Gitter mit 1.024.000Elementengemacht.Ausgewertetwurde

die LösungzumEndzeitpunktt=0.75.Im Gegensatzzur Lösungmit demVerfahrenersterOrdnung(siehe

Abb. 6.2)sinddieKontaktunstetigkeit undderSchockviel scḧarferwiedergegeben.Dasichdieminimalen

undmaximalenWertezwischen0.999679bzw. 4.010479befinden,sindleichteOszillationenzu erkennen.

DerParameterM ausdemAbschnittüberLimitierungwurdein dieserRechnung50gewählt.
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Abbildung 6.4: Dichte mit Discontin uous Galerkin Verfahren dritter Ordnung.
Abb. 6.4 zeigt einen2D-Schnittder numerischenLösungder Dichte beim ShockTubeProblemin 3D.

Die Rechnungwurdeauf einemHexaeder-Gitter mit 1.024.000Elementengemacht.Ausgewertetwurde

die LösungzumEndzeitpunktt=0.75.Im Gegensatzzur Lösungmit demVerfahrenersterOrdnung(siehe

Abb. 6.2)sinddieKontaktunstetigkeit undderSchockviel scḧarferwiedergegeben.Dasichdieminimalen

undmaximalenWertezwischen0.999609bzw. 4.009027befinden,sindleichteOszillationenzu erkennen.

DerParameterM ausdemAbschnittüberLimitierungwurdein dieserRechnunggleich50gewählt.
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Kapitel 7

Beispiele und numerisc he
Ergebnisse

In diesemKapitel werdenwir weitereTestproblemerechnen.Wenn im folgendenvon
Anfangswertendie Redeist, so schreibenwir sie z.B. als � í P¶¡°1>£ Q . Mit diesenWerten
initialisierenwir dieWertezumZeitpunkt

�±�M 
undesgilt � P¯¡°1>£�1  �QëSU� � í P¶¡°1>£ Q .

7.1 Skalarer Fall: Rotating Cone

DiesesskalareBeispielsoll die Qualiẗat der DiscontinuousGalerkinVerfahrenbei ska-
laren Gleichungendemonstrieren.Als Beispiel habenwir dasRotatingConeProblem
gewählt. � P¯¡°1b£i1 �RQ�ð Fñ£ � P¶¡°1>£i1 �RQ)ò l ¡ � P¶¡°1>£�1 �RQ)óJ�V � P¶¡°1>£i1  �QG� � í P¶¡°1>£ Q

mit Anfangswerten� í P¯¡°1>£ Q±� ² H»F¬×  X¨P¯¡°1>£ Q , falls XôP¶¡°1>£ Q &  3  ½ 
sonst

mit X¨P¯¡°1b£ Q±� P¯¡�F  3k½ Q ¸ l £ ¸ .
DasRotatingConeProblemwird folgendermaßenbeschrieben:Ein Kegelmit einermaxi-
malenHöhe H startetzurZeit

�±�M 
rechtsvomUrsprungunddrehtsichin

�±� ×Bõ einmal
gegendenUhrzeigersinnum denUrsprung.DiesesProblemkannsowohl exakt alsauch
numerischgel̈ostwerden.Bei dernumerischenSimulationverliertderKegelanHöheund
wird immermehrverschmiertwerden.Die HöheundderGradderVerschmierungist ein
guterIndikator für die verwendetenVerfahren.Gerechnethabenwir diesesProblemauf
einemDreiecksgittermit 51200Zellen.
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Bei einemVerfahrenersterOrdnungstartetderKegelmit derHöhe
 3Uö�ö�·�÷�¼�½ . Nacheiner

Viertel-Drehungbetr̈agtdie Höhe
 3U÷�÷�ø�×�÷�× , nacheinerhalbenDrehung

 3k¼�¼�ø ´ ö�½ . Nach��� ×Bõ (Endzeitpunkt,eineDrehung)ist dieHöhe
 3�·  Hs×  ö . SiehedaslinkeBild in Abb.

7.1.
Bei einemVerfahrenhöhererOrdnungstartetder Kegel mit der Höhe

 3�ö�ö�·�÷�¼�½ . Nach
einerViertel-Drehungbetr̈agtdie Höhe

 3�ö�ö�·�÷�¼�½ , nacheinerhalbenDrehung
 3�ö�÷�¼�ö�·�× .

Nach
�T� ×Bõ (Endzeitpunkt,eineDrehung)ist die Höhe

 3�ö�÷�¼ªö�·�× . SiehedasrechteBild
in Abb. 7.1. Jedichterdie Isolinien,destosteilerder Gradient.Hier wurdeein Discon-
tinuousGalerkinVerfahrenzweiterOrdnungmit der in Abschnitt4.8.1beschriebenen
Projektionsmethodefür skalareGleichungengerechnet.

Abbildung 7.1: Vergleic h zwisc hen Verfahren erster und höherer Ordnung beim
Rotating Cone Problem.
Die Abbildunglinks zeigtdenVerlaufdesKegelsnacheinerDrehungzumEndzeitpunkt.Durchdenwei-

terenAbstandderHöhenlinienkannmanerkennen,dassmit einemVerfahrenersterOrdnungdie Lösung

sehrstarkverschmiertwird. Die Abbildung rechtszeigt denVerlauf desKegelsnacheinerDrehungmit

demDiscontinuousGalerkinVerfahrenzweiterOrdnung.Es werdenfastdie Anfangsdatenreproduziert.

Die Isoliniensindsehrdicht.

7.2 Systeme: Forwar d Facing Step

2D
DasMach3 Wind Tunnelwith a StepProblem,auchProblemdereinspringendenEcke
oderForwardFacingStepgenannt,ist folgendes:DasGebietist¥ �p¦­ 3  ¨§ ø¨3  ª©v«¬¦­ 3U× § H�3  ª©�ùÅ¦® 3  ¨§> 3U· ©v«¬¦­ 3  �§� 3U× © 3
Als Anfangswertegeltenim ganzenGebiet� í P¯¡°1b£ QhSU� H�3 ´ , P � / Q í P¶¡°1>£ QhSU� ø�3  , P �¹¸ Q í P¶¡°1>£ QhSk�M 3  , j í P¯¡°1b£ QhSU� H�3  3
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Abbildung 7.2: Gebiet beim Forwar d Facing Step Problem.
Abb. 7.2zeigtdasGebietdesForwardFacingStepProblems.Die Strömungfliesstvon links in dasGebiet

hinein. Am oberenRandhat man eine festeWand.Aus Symmetriegründenrechnetman nur dashalbe

ProblemundnimmtanderSpiegelungsachseReflektionsrandbedingungan.

DarausergebensichdieanderenAnfangswerte,insbesonderedieMachzahlú � ø¨3  .
DieseWertefließenüberdie linkeKante" P¯¡°1b£ Qhû�ü ý ¸ ÊE¡ �M 3  »þ £ û¬¦® 3  ¨§ H�3  B© %
zu jederZeit

�
weiterhinein.Auf derrechtenSeite" P¯¡°1b£ Qhû�ü ý ¸ ÊE¡ � ø�3  »þ £ û¬¦® 3k× § H�3  B© %

hatmanAusflussbedingungen.An derunterenSeite" P¯¡°1b£ Qhû�ü ý ¸ Ês£ �V 3  ÿþ ¡ û¬¦® 3  ¨§> 3U· © %
hatmanausSymmetriegründenReflektionsbedingung.Hier wird alsoin einerGhostzelle
diey-KomponentederGeschwindigkeit mit -1 multipliziert. Für dieanderendreiRänder" P¶¡°1>£ Qhû�ü ý ¸ Ês¡ �V 3�· þ £ û ¦­ 3  ¨§� 3U× © % ," P¶¡°1>£ Qhû�ü ý ¸ ÊB£ �M 3U× þ ¡ û ¦­ 3�· § ø¨3  ª© % ," P¯¡°1b£ Qhû�ü ý ¸ Ês£ � H�3  ÿþ ¡ û¬¦® 3  ¨§ ø¨3  B© %
hat manmehrereMöglichkeiten.Zum einenkannmanbei allen drei RändernReflekti-
onsbedingungannehmenodermannimmt, wie wir, bei allen drei anderenRänderndie
undurchl̈assigeWandan. Man hat alsoals Randbedingung¾� nG¾� � � / � / l �i¸>�¹¸ �  

.
SieheauchAbbildung7.2. DiesesProblemwird nach

��� ´ 3  ausgewertet.Hier haben
wir mit derCFL-Zahl0.4gerechnet.
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DasProblemwurdeauf einemParallelrechnerunterMPI in mehrerenVariantengerech-
net.Die Abbildung 7.3 zeigt ein Dreiecksgitter, auf demmit ca.1 Mio. Elementendie
RechnungendesVerfahrensersterOrdnungund die VariantehöhererOrdnungmittels
einesMUSCL-Verfahrengerechnetwurde.Abbildung 7.4 zeigt einemöglichePartitio-
nierungdesRechengitters.Dabei steht jede Farbefür einenProzessor. Abbildung 7.5
zeigt denLösungsverlauf der Dichte zum Endzeitpunktmit demVerfahrenersterOrd-
nung.Abbildung 7.6 zeigt den Lösungsverlauf der Dichte zum Endzeitpunktmit dem
MUSCL-Verfahren.Abbildung7.7zeigteinRechtecksgitter, aufdessenStrukturdieDis-
continuousGalerkin Verfahrenmit bis zu 250.000Elementengerechnetwordensind.
Abbildung7.8 zeigtdenLösungsverlaufderDichtezumEndzeitpunktmit demDiscon-
tinuousGalerkinVerfahrenzweiterOrdnung.DasGitter bestehtaus258048Elementen
( #0¡ � #_£ � Hsr�ø�×  ). Abbildung7.9zeigtdenLösungsverlaufderDichtezumEndzeit-
punktmit demDiscontinuousGalerkinVerfahrendritterOrdnung.DasGitterbestehtaus
64512Elementen( #0¡ � #_£ � Hsr�H-·  ).
Währendmanbei demVerfahrenersterOrdnungdurchErhöhender Elementanzahldie
Schockfrontensehrgut auflösenkann,weil die Elementdurchmesserkleineralsdie Zei-
chengenauigkeit sind, so bleibt die Kontaktunstetigkeit hinter demoberenMachstamm
dochimmernochschlechtaufgel̈ost.Bei denDiscontinuousGalerkinVerfahrenzweiter
OrdnungerkenntmanabderDiskretisierungsweite#0¡ � #_£ � HEr�ø�×  in derKontaktun-
stetigkeit eineWirbelstruktur. Bei denDiscontinuousGalerkinVerfahrendritterOrdnung
erkenntmanschonabderDiskretisierungsweite#_¡ � #_£ � Hsr�HE·  in derKontaktun-
stetigkeit eineWirbelstruktur. Diesesist bei derhöherenOrdnungVariantemit MUSCL
nicht zu beobachten.Dies ist ein weiteresZeichenfür die Qualiẗat der Discontinuous
GalerkinVerfahren.
Betrachtetmanjetzt ein IsolinienbilddesDrucks(sieheAbb. 7.10),kannmanfolgende
Schlussfolgerungenziehen.Hinter demoberenMachstammbildet sicheineKontaktun-
stetigkeit. Die Wirbel sindbeimDrucknichtzusehen,daderDruck in derKontaktunste-
tigkeit konstantist. DadieGeschwindigkeit in derKontaktunstetigkeit ebenfallskonstant
ist, ist die Wirbelstrukturin denDichtebildernmit denDiscontinuousGalerkinVerfah-
rennicht auf unterschiedlcheGeschwindigkeitenzurückzuf̈uhren.Vielmehrdarauf,dass
schwereTeilchen,dienachunten”drängen”,mit leichterenTeilchenvonlinks nachrechts
transportiertwerden.
Die querverlaufendenIsolinienamunterenRandin denDichtebildern7.8,7.9lassennicht
aufeineGrenzschichtschliessen,waswiederumeinZeichenvonViskosiẗat im Verfahren
seinwürde,sonderneshandeltsichwiederumumeineKontaktunstetigkeit,diesichhinter
demunterenMachstammbildet,wasdurchdasDichtebilddeutlichwird.
3D
Im Gegensatzzu vielen Arbeiten, in denendas2D-Gebietin der dritten Komponente
geshiftetwird, rechnenwir hier einewirkliche 3D Anwendung.Deswegenkannmandie
Lösungenauchnurbedingtmit den2D Lösungenvergleichen.

DasMach3 Wind Tunnelwith a StepProblem,auchProblemdereinspringendenEcke
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Abbildung 7.3: Dreiec ksgitter der einspring enden Ecke.
Abb. 7.3 zeigt links dasMakro-Gittermit 126 Elementen.Rechtsist dasGitter mit 252 Elementennach

einerglobalenVerfeinerungzu sehen.Bei einerVerfeinerungwird jeweils in derMitte der längstenKante

einesDreiecksein neuerKnoteneingef̈ugt.Gerechnetwurdeauf 258048Elementen(11 globaleVerfeine-

rungen)beim MUSCL Verfahrenund 1.032.192Elementen(13 globaleVerfeinerungen)beim Verfahren

ersterOrdnung.

Abbildung 7.4: Partitionierung des Gebietes.
Abb. 7.4zeigtdie PartitionierungeinesRechteckgittersmit 16128Elementenin 64 Teilgebiete.Gerechnet

wurdeaberaufbiszu128Prozessoren.

oderForwardFacingStepgenannt,ist folgendes:DasGebietist¥ � P ¦® 3  ¨§ ø¨3  B©v«¬¦­ 3  �§ H�3  ª©v«ñ¦­ 3  ¨§ H�3  ª©ZQ � P ¦® 3U· § ø¨3  B©v«¬¦­ 3  �§� 3 ´ ©v«¬¦­ 3�· § H�3  ª©ZQ 3
Als Anfangswertegeltenim ganzenGebiet� í P¶¡°1>£�1�¤ QhSU� H�3 ´ , P � / Q í P¯¡°1b£i1�¤ QJSU� ø�3  , P �¹¸ Q í P¶¡°1>£�1�¤ QhSU�M 3  ,P �¹º Q í P¶¡°1>£�1�¤ QTSk�! 3  , j í P¶¡°1>£i1>¤ QhSk� H�3  3
DarausergebensichdieanderenAnfangswerte,insbesonderedieMachzahlú � ø¨3  .
DieseWertefließenüberdie linkeKante" P¶¡°1>£i1>¤ Qhû�ü ý º ÊE¡ �M 3  »þ £ û¬¦­ 3  ¨§ H�3  ª©�þ ¤ ûñ¦® 3  ¨§ H�3  ª© %
zu jederZeit

�
weiterhinein.Auf derrechtenSeite" P¶¡°1>£i1>¤ Qhû�ü ý º ÊE¡ � ø¨3  »þ £ û¬¦­ 3  ¨§ H�3  ª©�þ ¤ ûñ¦® 3  ¨§ H�3  ª© %

hatmanAusflussbedingungen.An denübrigenRändernkannmanz.B. Reflektionsrand-
bedingungenoderundurchl̈assigeWände( � / � / l �e¸��¹¸ l �eº��¹º �M 

) annehmen.
Die hier gezeigtenAbbildungenzeigendie Ergebnisseder Rechnungenauf Hexaedern.
Dabei wurdendie Verfahrenauf einem”SharedMemory” Rechnerparallelisiert.Die
LösungenzeigendieDichteaufSchnittebenen.
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Abbildung 7.5: Dichte mit Verfahren erster Ordnung.

Abbildung 7.6: Dichte mit Verfahren höherer Ordnung (MUSCL).

Abbildung 7.7: Rechtec ksgitter .
Abb. 7.7zeigt links dasMakro-Gittermit 63 Elementen.Dabeiist ���Ou���� u À��
	 . Rechtsist dasGitter

mit 252ElementennacheinerglobalenVerfeinerungzu sehen.Bei einerVerfeinerungwird jeweils in der

Mitte einer Kante einesQuadratsein neuerKnoteneingef̈ugt. Gerechnetwurde auf 129024Elementen

(5 globaleVerfeinerungen)bei DiscontinuousGalerkindritter Ordnungund258048Elementen(6 globale

Verfeinerungen)beiDiscontinuousGalerkinzweiterOrdnung.

Abbildung 7.8: Dichte mit Discontin uous Galerkin Verfahren zweiter Ordnung.
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Abbildung 7.9: Dichte mit Discontin uous Galerkin Verfahren dritter Ordnung.

Abbildung 7.10: Druc k mit Discontin uous Galerkin Verfahren dritter Ordnung.

Abbildung 7.11: Hexaeder gitter .
Abb. 7.11zeigtdasMakro-Gittermit 327Elementen.Dabeiist ��� u����Tu
���ëu À���	 . Bei einerglobalen

Verfeinerungwird ein Hexaederin 8 Hexaedergeteilt.Die Rechnungenwurdenmit 1.339.392Elementen

(4 globaleVerfeinerungen)gemacht.
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Abbildung 7.12: Dichte mit Verfahren erster Ordnung.
Abb. 7.12zeigtdie DichtezumZeitpunkt tvuxw auf vier Schnittebenen.Die Schnittebenensinddurchdie

Gleichung�������������������»u�w gegeben.Hier wurde ���Tu����hu�w�� ����u À und �ÿu�wBy w���wBy {���wsy !"�Wwsy #
#
gewählt.

Abbildung 7.13: Dichte mit Discontin uous Galerkin Verfahren zweiter Ordnung.

Abbildung 7.14: Dichte mit Discontin uous Galerkin Verfahren dritter Ordnung.
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Kapitel 8

Visualisierung zeitabh ängig er
Vektorf elder mit Textur Transpor t

In diesemKapitelwird eineAnwendungderDiscontinuousGalerkinVerfahrengegeben.
Eswird eineneueVisualisierungsmethodefür zeitabḧangigeVektorfeldervorgestellt.1

Am AnfangdiesesKapitelswerdenschonexistierendeMethodenzur Vektorfeldvisuali-
sierungvorgestellt.DieseVerfahrenweisenjedochSchẅachenauf,d.hsiesindzumTeil
nur auf station̈areundnicht auf instation̈areVektorfelderanwendbar. Dannwird unsere
neueMethodeausf̈uhrlichvorgestellt.Bei dieserMethodewird einvorgegebenesMuster
in einemGeschwindigkeitsfeldtransportiert.

DasdarausresultierendeTransportproblemwird mit demDiscontinuousGalerkinVerfah-
renzweiterOrdnungin derskalarenVersionberechnet.

8.1 Einleitung

Vektorfeldvisualisierung,besondersdieDarstellungderGeschwindigkeitsfeldervonCFD-
Rechnungen,ist einesderfundamentalenZielewissenschaftlicherVisualisierung.

Die einfachsteMethode,Vektorfelderdarzustellen,ist das Zeichnenvon Vektorpfei-
len an Knoten einesüber dasRechengittergelegten Visualisierungsgitters.DieseMe-
thode gibt einen Überblick zu einem festem Zeitpunkt, hat also keine Information

1ÜberdiesesThemaist auchein gemeinsamerArtikel ”Visualizationof time-dependentvelocity fields
by texturetransport”[5] mit Martin Rumpfveröffentlichtworden.
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über zeitliche Abläufe und
hatein Skalierungsproblem.
D.h.Regionenmit sehrklei-
nenGeschwindigkeiten(z.B.
in der NäheeinesWirbels)
oder sehrgroßeGeschwin-
digkeitenin anderenGebie-
ten könnennicht gleichzei-
tig aufgel̈ost werden.Ska-
liert mannundieVektorl̈ange
sehrgroß,umin Wirbelnähe
die Information zu verbes- Abbildung 8.1: VektorpfeilezueinemfestemZeitpunkt

sern,sowerdendieübrigenVektorensogroß,dassderInformationsgradderentstehenden
Bilder sehrgeringwird.

Abbildung 8.2: Zoom in die Wirbelzone hinter dem Hindernis.

Die Abbildungen8.1 und8.2 zeigenVektorpfeilezu einemfestenZeitpunktin derKar-
manschenWirbelstraße.
Das Ziel dieserArbeit ist es,eine intuitivereund bessereMethodeder Darstellungzu
entwickeln.Seiein Vektorfeld $ S ¥ «�% Y'&í)( % Y * für ein Gebiet

¥+* % Y * gegeben.Der
zugeḧorige Fluss

Æ S ¥ «,% Y &í-( ¥
wird beschriebendurchdasSystemgewöhnlicher

Differentialgleichungen . ð Æ P¯¡°1 �RQ±� $eP Æ P¶¡°1 �RQ 1 �RQ
mit Anfangswerten

Æ P¶¡°1  �Q�� ¡ í .

ZumbesserenVersẗandniswollenwir zun̈achsteinigeDefinitionentreffen.
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Sei
 Á �0/ Á �01 Á �)(

. In den folgendendrei Definitionensei ein Vektorfeld $iP32G1 �RQ
für 2 û¢ü ý ¸

und
��û ¦® 1 �)(
© gegeben.Wir betrachtendie in denfolgendenDefinitionen

definiertenMengenim Intervall
¦ �0/ 1 �01Ö© .

DEFINITION 8.1.1 (Partikelbahn) (Bahnlinie,Partikelverfolgung)
Gegebenseiein zeitabḧangigesVektorfeld.Eswerdendie Positioneneines Partikelszu
verschiedenen, aufeinanderfolgendenZeitpunktendargestellt.4 / SU� " 2gP �RQ Ê52�6¶P �RQ�� $iP32�P �RQ 1 �RQ mit 2gP �0/NQ±� 287 für

�Tûñ¦ �0/ 1 �01W© und 287 û�ü ý ¸ % 3
DEFINITION 8.1.2 (Stromlinie) (Streamline)
Gegebensei ein station̈aresVektorfeld.Bei einemzeitabḧangigenVektorfeldbetrachten
wir dasVektorfeldzu einemfestenZeitpunkt.Es werdendie Positioneneines Partikels
zu verschiedenen, aufeinanderfolgendenZeitpunktendargestellt.D.h. bei station̈aren
Vektorfeldernist PartikelbahnundStromlinieidentisch.
Sei 9$�P32gP 9�>QRQhSk� $eP:2gP 9�RQ 1 9�RQ für 9�hû¬¦® 1 �)(�© fest.
BetrachtedieMenge4 ¸ SU� " 2gP<; Q Ê�2 6 P=; Q�� 9$iP:2gP=; QbQ mit 2�P �0/NQg� 287 für ; û¬¦ �0/ 1 �01W© und 287 û�ü ý ¸ % 3
DEFINITION 8.1.3 (Streic hlinie) (Streakline)
Eswerdenin regelmäßigenkurzenZeitabsẗanden(oderauch kontinuierlich) aneinerbe-
stimmtenStellederStrömungPartikel ”injiziert” unddiezueinem Zeitpunktgeḧorenden
Positionenderverschiedenen Partikel dargestellt.2

BetrachtedieMenge4 º SU� " 2�>�P �01
Q Ê $@? û¬¦ �0/ 1 �01�© und
�hû¬¦ ? 1 �01W©

löse2 6> P �RQ�� $iP32A>�P �RQ 1 �RQ mit 2�>�P ? Q�� 2�7 für 2�7 û ü ý ¸ % 3
Spot Noise

EineersteMethodezumVisualisiereneines(station̈aren)Vektorfeldesmit Hilfe vonTex-
turenwardieSpotNoiseMethodevonvanWijk [66].
Zunächstwollenwir denBegriff Textur definieren:

DEFINITION 8.1.4 (Textur)
EineTextur ist stetseineFunktion Ë S 9 (  è3
Dabei ist   die Menge der möglichenGrau- oder Farbwerteder Textur. Häufig ist der
Definitionsbereich derTextur diskretisiert:

2Die Bezeichnung”Streichlinie” rührt daher, dassmanPartikel beobachtenmöchte,diemit einemPin-
selstrich aufderFlüssigkeit angebrachtwurden.
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BDCFEHGJI�K@LNMPOQEHGJI�KSR�MPTVU WYX�Z
Die Position [3\ I^]`_

heißtim ZweidimensionalenPixel.
In 3D gilt BDCaEbGcI�KSLNM8OQEbGJIdKSR�MPOQEHGJI�KAefMPTVU WYg�Z
Die Position [3\ I^]hIjik_

heißtim DreidimensionalenVoxel.

DEFINITION 8.1.5 (Spot)
Ein Spotist gegebendurch folgendeFunktion:

Spot:
BmlSn o�GJIqpsr�Z

Dabeirepräsentiert1 dieFarbeWeißund0 dieFarbeSchwarz.

Abb. 8.3zeigtin dererstenZeilesolcheSpots.
Ein SpotNoiseBild entstehtdanndadurch,dasseinebestimmteAnzahlvon Spotseines
Durchmessers̈ubereinandergelagertwerden.

t [ \ I^]`_uCwv GJZxG
, falls Pixel [ \ I^]`_

vonkeinemSpotgetroffenwird (
i�CyG

)zX0{}|s~ , falls Pixel [ \ I^]`_
von

i
Spotsgetroffenwird (

i���G
)

Z
ErgebnissedieserMethodesindin Abb. 8.3zusehen.
DieseSpotskönnennaẗurlich durchein beliebigesMusterdargestelltwerden.Speziell
zur Visualisierungvon Vektorfeldernsind bei van Wijk [66] zwei Variantenzu finden.
Die ersteverwendetzur Definition desSpotseineEllipse,derenlängereAchseparallel
zum Vektor � ausgerichtetist (sieheAbb. 8.4). Bei der zweitenVariantewerdendie
SpotsentlangderdurchdasVektorfelddefiniertenStromlinienbewegt. BeideVarianten
schließensichnaẗurlich nichtaus.

Line Integral Convolution

Cabralund Leedom[7] stelltenfür station̈are Vektorfelderdie Linienintegralfaltungs-
methode(Line Integral Convolution, LIC) vor. DiesesVerfahrenwurdevon Hege und
Stalling[60] sehrstarkverbessert(FastLine IntegralConvolution,FLIC). Diesezun̈achst
einmalnur in 2D und auf Ebenenschnittenin 3D bei station̈arenVektorfeldernfunktio-
nierendeMethodewollenwir kurzvorstellen.
Wir betrachtenein station̈aresVektorfeld,dasdurcheineAbbildung ��� U � X n U � X

gege-
benist. EineIntegralkurveoderauchStromlinieist ein Pfad �u[ � _

, dessenTangentialvek-
torenin einemfestenPunktmit demVektorfeldin diesemPunktübereinstimmen.�� � ��[3� _uC �S[ ��[3� _d_AZ

(8.1)
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Abbildung 8.3: Spots und spot noise .
Abb. 8.3 zeigt in der erstenZeile Spotsmit einemDurchmesservon 5,20,100Pixeln. Die Bilder in der

zweitenunddrittenZeile sindmöglicheErgebnissevon ”spot noise”.In dererstenSpaltesiehtmanÜber-

lagerungenvon Spotsmit Durchmesser5 Pixel (1,15000,22000Spots).In der zweitenSpaltesiehtman

Überlagerungenvon Spotsmit Durchmesser20 Pixel (1,1000,2500Spots).In derdrittenSpaltesiehtman

ÜberlagerungenvonSpotsmit Durchmesser100Pixel (1,120Spots).

Wie jederPfadkann ��[ � _
parametrisiertwerdendurcheinestetige,monotonwachsende

Funktion,ohnedabeidenVerlaufunddieOrientierungzuwechseln.Hier nehmenwir die
ParametrisierungnachderBogenl̈ange� .
Mit �}��^� C�� �S[ ��[3� _d_Y�

habenwir�� � ��[=� _�C � �� �
� �� � C �� � � C �`��[3��[=� _d_AZ

(8.2)

DieseReparametrisierungist naẗurlich nur dort gültig, wo
� � �

nicht verschwindet.Um
eineStromliniedurcheinenPunkt ��� zu finden,müssenwir die gewöhnlicheDifferenti-
algleichung(8.2)mit Anfangswerten�u[ G�_uC ��� lösen.Eskanngezeigtwerden,dasseine
eindeutigeLösungexistiert, wenndie rechteSeite � einerLipschitz-Bedingunggen̈ugt.
Dies folgt ausdem Existenz-und Eindeutigkeitssatzvon Picard-Lindel̈of. Dazu muss���C-G

seinund � mussbeschr̈anktsein.
Gegebensei nun eine Input-Textur

t ��� TmU � X n U �
. Wir nennendie Input-Textur
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Abbildung 8.4: Vektorpf eil und Ellipse als Spot.
Abb. 8.4zeigteineEllipsealsSpot.Die längereAchsederEllipseist parallelzumVektor � ausgerichtet.

Abbildung 8.5: Weißes Rausc hen über das Gebiet gelegt.

weißesRauschen,wenn sie eine Normalverteilungvon Grauwertenin
EbGJIqpqM

ist (siehe
Abbildung8.5).Für jedenPunkt(Pixel einesBildes)hatmaneinenIntensiẗatswert.
Um dasgegebeneVektorfelddarzustellen,gehtmanfolgendermaßenvor. Man bestimmt
die IntensiẗataneinemPunkt ��� C �u[=�N� _ durch

� [3��� _�C-� �<�^�k�
� �f� �

i [=� l �N� _^t [ ��[<� _f_ � � Z
(8.3)

Dabeiist
i

einFaltungskern,dergewöhnlichvomGauss-Typ oderBlock-Typ ist undhier
Filter-Kerngenanntwird. � ist dieLängederStromlinieundwird Filterlängegenannt.
Wennwir

i [=� _u�Fp
setzen,erhaltenwir

� [3��� _�C � �<�^�k�
� �f� �

t [3��[=� _d_ � � C p  K�¡¢p £¤¥§¦ � £
t [3� ¥ _

mit � ¥ C �¨[<�N� ¡ \^©Jª _ . Dabeiist ©Jª derAbstandzwischenzweiPixeln.
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Wir betrachtenzwei Punkte,��« C ��[=�¬« _ und � X C ��[<� X _ , auf der gleichenStromlinie
undnehmenan,dassdiesePunktesehrnahbeieinanderliegen.Sei ­�� C � X l �¬« . Ange-
nommen,wir hättendie Intensiẗat

� [:��« _ amPunkt ��« schonberechnet,dannkönnenwir
die Intensiẗat

� [:� X _ amPunkt � X sehreffektiv darausberechnen.Bei derIntegrationwird
nämlichüberfastgenaudenselbenTeil integriert.Auf dereinenSeitederStromliniefällt
einStückweg undaufderanderenSeitederStromliniekommteinStückhinzu.
Gleichung(8.4)zeigtdiesfür dennormiertenFilter-Kern.

� [3� X _�C-� [3��« _�l � � ~ � �s�k®8�
� ~ � �

t [ �u[=� _d_ � � ¡ � � ~ �k�h�k®��
� ~ �k�

t [ ��[<� _d_ � � Z
(8.4)

HierdurchhabendiePunkteaufeinerStromlinieeinesehrstarkeKorrelationzueinander.
Weichtmanjedochnur ein wenigvon diesereinenPartikelbahnab,sohabendie Punkte
keineKorrelationmehrzueinander, weil übereinenvöllig anderenBereichintegriertwird.
Abbildung8.6verdeutlichtdies.

Abbildung 8.6: Zwei Partikelbahnen eines station ären Vektorf eldes.

Abbildung8.7zeigtdasErgebnisderLIC-Visualisierungsmethodezu einemfestenZeit-
punktderKarmanschenWirbelstraße.
DieseVerfahrenarbeitenzun̈achsteinmalnur für station̈areVektorfelderundauchnur in
2D bzw. in 3D aufEbenenschnitten.
EineErweiterungaufbeliebigeOberfl̈achenin 3D ist in [3] zufinden.

Partic le Tracing

Will manein zeitabḧangigesGeschwindigkeitsfeldin 2D oder3D graphischdarstellen,
so ist dasPartikel Tracingein sehroft eingesetztesWerkzeug.Leidererḧalt manimmer
nur Informationen̈uberwenigePartikel.Manerḧalt alsonur lokaleAussagen.Abbildung
8.8zeigtdies.
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Abbildung 8.7: Ergebnis mit der LIC-Visualisierungsmethode .
Abb. 8.7wurdeerzeugtnachdemAlgorithmusvonHegeundStalling[60].

UnsereneueMethode,dieTextur TransportMethode,weistdieseEinschr̈ankungennicht
auf. Sie ist ein globalesPartikelverfolgungsverfahrenfür zeitabḧangigeVektorfelder. Im
folgendenwerdenwir dieseMethodebeschreiben.

8.2 Lagrang e Koor dinaten und Transpor t Gleic hung

Geschwindigkeitsfelderin numerischenSimulationensind meistensgegebenin einem
räumlichfixiertenEulerKoordinatenSystem,wobeidiephysikalischeBedeutungderbe-
wegtenTeilchenin einemLagrangeSinnegesehenwerdenkann.DieseBeobachtungist
derAusgangspunktvieler verschiedenerVisualisierungstechniken.Die Methode,die wir
vorstellen,stelltLagrangeKoordinatendar, wobeieineTexturabbildung,dieeinvorgege-
benesMustervom LagrangeKoordinatensystemauf ein EulerKoordinatensystemabbil-
det,benutztwird. Seinun � TF� ¯ X

ein Gebiet,dasdasStrömungsgebietbeschreibt,mit
einemEinflussrand° � Ty± � undeinemAusflussrand° � Ty± � . Weiternehmenwir an,
dassdie Geschwindigkeiten �²�P� OVEHGJI�³t´M�n � ¯ X

bis zu einerfixiertenZeit
³t

gegeben
sind.In denAnwendungenwird dieseGeschwindigkeit durcheinenumerischeSimulati-
on (Euler- oderNavier-Stokes-Gleichungen)gegeben.DieseBerechnungdesGeschwin-
digkeitsfeldeskannsimultanzum Texturtransportgeschehenoderdie Wertewerdenin
Dateiengeschrieben,welchesp̈atervom Texturtransporteingelesenwerden.Der Textur-
transportwird auf demgleichenGitter wie die numerischeSimulationberechnet.Inter-
pretierenwir nundieKoordinatenµ aufdemEinflussrand° � , respektivedieEinflusszeitt

als abḧangigeGrößen,die mit demGeschwindigkeitsfeldtransportiertwerden.Dann
ist dieBewegungdurchdie folgendeTransportGleichungfür eineDichte ¶ (dieseDichte
ist unabḧangigvonderDichtederEuler- oderNavier-Stokes-Gleichungen)gegeben:± ª3¶ ¡ �¸·�¹�¶ C G

in � I
¶ C ¶hº auf ° � Z (8.5)
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Abbildung 8.8: Partikelbahnen im zeitabh ängig en Vektorf eld.
Abb. 8.8zeigtvier Partikelbahnenim zeitabḧangigenVektorfeldderKarmanschenWirbelstraße.Die Lage

dervier PunkteaufderPartikelbahngibt diePositiondesjeweiligenPartikelszudembetrachtetenZeitpunkt

an.

Dabeiist ¶ C µ für ¶hº C µ auf ° � , respektive ¶ C»t
für ¶hº C»t

auf ° � . Auf dem
Ausflussrand° � musskeineRandbedingungangegebenwerden,falls �¼·�½²¾ G

für alle
Zeiten.Hier ist ½ die äussereNormaledesGebiets� . DieserTransportkanninterpretiert
werdenalseinsimultanesundglobalesPartikelverfolgungsverfahren.Auf derStreichlinie�¨[3¿ _ ist dieLösung¶ derobigenTransportGleichungkonstant,weil À��[:¿ _uC �S[3�¨[:¿ _
I ¿ _ und

�� ¿ ¶@[3�¨[:¿ _
I ¿ _ÁC ± ª3¶@[:�¨[3¿ _
I ¿ _�¡ À��[3¿ _ ·�¹�¶@[:�¨[3¿ _�I ¿ _C G´Z
DeswegensindPunktemit konstantemµ Wert auf der Partikelbahn,die anPosition µ
auf ° � startet,angeordnet.Analog indiziert ein konstanter

t
Wert die Fläche(in 3D, in

2D die Kurve), die dasBild der zugeḧorigenFläche(in 3D, in 2D der Kurve) auf dem
EinflussrandunterdemFluss Â¨[}· IdtÃ_

ist. In diesemSinnekönnen µ Idt
als Funktionen

auf � OÄEHGJI�³t´M
alsLagrangeKoordinaten,die die Bewegungvon Teilchen,die durch ° �

geflossensind,beschreiben,betrachtetwerden.Partikel, die früherins Strömungsgebiet
geflossensind,werdennichtbetrachtet.
Die TransportGleichungist eingut-gestelltesProblemfür diebeschriebenenAnfangsbe-
dingungen.Falls jedePartikelbahn,dieaneinerPositionin � startet,dasGebietverlassen
hat,hängtdie Lösung ¶ nicht längervon diesenAnfangswertenab. Für moderateWer-
te von

³t
kann diesnicht der Fall seinund für einigeAnwendungenist besondersdie

AnfangsphasederphysikalischenSimulationvongroßerBedeutung.
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Zusammengefasstmüssenwir in 2D folgendezwei Gleichungenlösen:Sei µ � U � X OU � � n U �
,

t � U � X O�U � � n U �
und � C [:��« I � X _ . Für den Einflussrandgelte z.B.o � � ��« C-Å
Æ�K �q¿ r (vergleicheAbbildung8.9),dannlautendiebeidenGleichungen:

Abbildung 8.9: Lage des Einflussrandes bei der Karmansc hen Wirbelstraße .

± ª<Ç ¡ �¸·"¹�Ç C G
in � O�U � � I

ÇÈ[:� I ¿ _ C ¿ auf ° � O�U � � I
Ç�[3� IjGh_ C G

in � (8.6)

und ± ª3É ¡ �Ê·�¹�É C G
in � OËU � � I

ÉÌ[:� I ¿ _ C � X auf ° � O�U � � I
ÉÌ[3� IjG�_ C G

in � Z (8.7)

Abbildung 8.10: Isolinienbild der Komponenten X und T zu festem Zeitpunkt.
Abbildung8.10zeigt links ein IsolinienbildderX Komponentezu einemfestenZeitpunkt.Hier sind die

IsolinienStreichlinien.Rechtsist ein IsolinienbildderT KomponentezueinemfestenZeitpunktzusehen.

Abbildung8.10zeigtLösungenderbeidenGleichungen(8.6),(8.7)zu einemfestenZeit-
punkt.DiesebeidenBilder wollenwir nungeeignetin einemBild kombinieren.
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Dazumüssenwir eingeeignetesMusterim Texturraum° � O,EHGJI�³t�M
definieren.

8.3 Textur Visualisierung

NachnumerischerBerechnungderbeidenTransportproblemehabenwir für alle Punkte�ÎÍÏ� und alle Zeiten ¿ÐÍ EHGJI�³t�M
Werte µ Idt

vorliegen.DieseWerte µ Idt
wollen wir

benutzen,um einvorgegebenesMusteraufunserRechengebiet� abzubilden.

Abbildung 8.11: Eine Skizze der Abbildung vom Texturraum in den physikalisc hen
Raum Ñ .

Esgibt einigewünschenswerteEigenschaften,die durchdie strukturelleDarstellungder
LagrangeKoordinatenverwirklichtwerdensollte.Die DarstellungsolltesimultandieZeit
undEinfluss-Koordinatenkodieren.WeiterhinsollteeinelangeZeitanimationderbeweg-
ten Teilchenmöglich sein.Deshalbmussdie Textur periodischin

t
sein.Auch sollte

manin detailiertereRegionenhochskalierenkönnen.Also mussdie Textur eineSkalier-
barkeitseigenschafthaben.DieseAnforderungenwerdendurchfolgendeKonstruktionder
Textur gesichert:

Ò Wähleein weißesRauschenauf einemgerastertenGebiet
EbGcINpqM X

. Dies ist gegeben
durcheineFunktion ÓÔ� EHGJINpqMuOÕEbGJIqpqM�n EHGJINpqM g

, wobei der Vektor ÓÖ[3��« I � X _¸C
[3×`« I × X I × g _^Ø denFarbwerteinesPixel bezeichnet.Der Vektor [ ×�« I × X I × g _ bestimmt
denRGB-Wert (R=rot,G=gr̈un,B=blau)diesesPixels.Da wir zun̈achstnur Grau-
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Abbildung 8.12: Erzeugung der Input-T extur (Teil 1).

wertezulassen,gilt × X � C ×�« und × g � C ×`« , wobei ×�«ÊÍ EHGJINpÙM
durcheinenZufalls-

zahlenalgorithmusbestimmtwird (vergleicheoberenTeil vonAbb. 8.12).Ò DiesesGebietwird dupliziertunddreimalin ��« -Richtunggeshiftet(vergleichemitt-
lerenTeil vonAbb. 8.12).Ò Benutzedie LIC -ähnlicheFaltung entlangder ��« Komponentemit einemVek-
torfeld [3��« I � X _�C [<Ú I�G�_

mit
GÎÛ Ú Û p

. Als Ergebniserhaltenwir eine LIC-
Textur diesesGeschwindigkeitsfeldes(vergleicheunterenTeil vonAbb. 8.12).Dies
ist gegebendurch eine Funktion Ü � EHGJINpÙM�OÝEbGJIqpqMÖn EHGJINpqM g

, wobei der Vek-
tor Ü�[:��« I � X _ÄC [ ×�« I × X I × g _ÞØ den FarbwerteinesPixel bezeichnet.Wieder gilt×�« C × X C × g (vergleicheunterenTeil vonAbb. 8.12).Ò Nehmeden mittlerenBlock ausdem Dreier-Block hinaus.Dieserist nachKon-
struktionperiodisch(vergleicheoberenTeil vonAbb. 8.13).Ò Obwohl wir in dieserTextur schoneineKorrelationentlangder ��« Komponente
haben,wollen wir die AussagekraftdieserTextur nocherḧohen.DurchEinfärben
könnenwir einezweiteskalareKomponente, z.B.denDruck,darstellen.Alternativ
könnenwir dieBewegungderTeilchenbesserdarstellen.Deswegenwird dieTextur
mit GrautondurcheinezeitperiodischeFärbungerweitert(siehemittlerenTeil von
Abb. 8.13). Die Färbung ist gegebendurch eine Multiplikation von zwei RGB-
Werten.DerRGB-Wert [ ×�« I × X I × g _ derLIC-Texturwird multipliziertmit demRGB-
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Abbildung 8.13: Erzeugung der Input-T extur (Teil 2).

Wert [<ß¬« I ß X I ß g _ der Farbe.Da ×`« C × X C × g gilt, ist der resultierendeFarbwert[3×`«}ß¬« I ×�«0ß X I ×�«}ß g _ .Ò DieseTextur ist nachKonstruktionperiodischin ��« l und � X l Richtung.Um dies
zuverdeutlichenwird dieserBlockmehrmalskopiert(sieheunterenTeil vonAbb. 8.13).
Wir erhalteneineTextur über

U � X
mit einerfixiertenRasterung.DieseFunktionnen-

nenwir àÁ� U �+OËU �¢n EHGJINpqM g
.Ò AbhängendvonderProjektionvonWelt- zuBildschirm-Koordinatenskalierenwir

die berechnetenLagrangeKoordinatenµ und
t

mit einemFaktor á . Sei áâ� eine
Anfangsskalierung,die von der GrößedesGebiets � O+EbGcI ³t´M

abḧangt und � C
[3ãkäÙå@æ _ ~ç , wobei æ die è O è Projektionsmatrix,die denlinearenTeil deraffinen
AbbildungvonWelt- zuBild-Koordinatenbeschreibt,dannist á8� C áâ�A� eineakzep-
tableWahl für denSkalierungsfaktor.
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Ò Schliesslicherhaltenwir alsTexturkoordinatenákµ I á t
. D.h.nachBerechnungvonµ Idt

für alleZeiten ¿éÍ EHGJI ³t´M
wertenwir à,[<á t�I áâµ _

aus.

Zusammengefasstergibt sichfolgendesPrinzip für die ErzeugungderTextur Transport-
Bilder. SiehedazuAbbildung8.11.Die beidenTransportGleichungen(8.6),(8.7)liefern
für alleZeiten ¿�Í EHGJI�³t�M

für allePunkte [:��« I � X _ Í�� Werte µê[:��« I � X I ¿ _ und
t [3��« I � X I ¿ _ .

Dadurchist eineAbbildung vom physikalischenRaumin densogenanntenTexturraum
definiert.Durch eine weitereAbbildung ë wird nun jedemPunkt desphysikalischen
RaumeseinFarbwertzugeordnet.
DurchdieseKonstruktionhängtdie resultierendeTextur auf � zur Zeit ¿ìÍ EHGJI ³t´M

stetig
von ¿ abund die Skalierungvon á . Weiter ist dasresultierendeMusterunabḧangigvon
dieserSkalierung.
Bei dieserArt der Konstruktionder Textur ist die

t
Komponenteder LagrangeKoor-

dinatenzweimalrepr̈asentiert,durchdie periodischeStrukturder Textur und durchdie
Färbung.
DieseArt der Textur führte in den Anwendungenschonzu respektablenErgebnissen,
doch wollten wir noch weiter gehen.Die

t
Komponenteder Textur wollten wir dazu

benutzen,einenZuverlässigkeitsparameterfür dienumerischenRechnungendarzustellen.
Im folgendensoll dieKonstruktiondieserTextur beschriebenwerden.Obwohl wir für den
Texturtransportein Finite VolumenVerfahrenhöhererOrdnungbenutzen,ist die Lösung
mit einigenunvermeidbarenFehlernversehen.Zunächsteinmal ist schondie ausCFD
RechnungenresultierendeGröße � mit einemFehlerversehen.DieseGrößeverwenden
wir in unserennumerischenTransportverfahren.Durch Viskosiẗat im numerischenVer-
fahrenerhaltenwir einenzus̈atzlichenFehler. Die Textur soll möglichstso beschaffen
sein,dasssieeinenscharfenTeil besitzt,denwir aufBereicheabbilden,in denenwir uns
der Güte der Lösungsicherseinkönnen,und einenausgewaschenenTeil, denwir auf
Bereicheabbildenwollen, wo wir keinesichereAussagezur Güte der Lösungmachen
können.Wir ben̈otigenalsoeinenFehlerindikator, mit demwir einenFehlerin Raumund
Zeit messenkönnen.DiesesMaß nennenwir íA[3µê[:� I ¿ _
Ift [:� I ¿ _d_ mit �-Íy� , ¿�Í EbGcI�³t´M
undbetrachtenesalsFunktionim linearenFiniteElementeRaum.Wir benutztennundieíA[3µ Iftî_

Informationfür die ErzeugungdesVektorfeldbildes.In Bereichen,wo íA[3µ IdtÃ_
klein ist, ist die numerischeLösungderTransportGleichungzuverlässigunddeswegen
wird im scharfenTeil derTextur abgegriffen.Dort,wo íA[3µ IdtÃ_

großist, ist dieBedeutung
derTextur unklarundmachtmöglicherweisekeinenSinn.
Essoll alsoeinezweidimensionaleTextur ï�[:��« I � X _ erzeugtwerden.Die eindimensionale
Textur ï�[ GJI · _ stellt einenscharfenÜbergangvon Grauẗonendar. Die zweidimensionale
Texturwird auseinergegebeneneindimensionalensoerzeugt,dasin ��« -Richtungvonden
unterschiedlichenGrauẗonenzu einemEinheitsgrautonfür alle � X übergegangenwird.
Wenn man die Annahmemacht,dassdie FarbeWeiß durch den numerischenWert

p
unddie FarbeSchwarz durchdennumerischenWert

G
beschriebenwird, sowerdendie

verschiedenstenGraustufendurchWerte Í EbGJðqpqM
beschrieben.DerEinheitsgrautonbesitze
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den Wert
GJZòñ

. Für festesó sei der Wert ï�[ GJI ó _
durch einenZufallswert ôJ[§ó _ Í EHGJðNpÙM

gegeben(sieheAbbildung8.14).

Abbildung 8.14: Eine möglic he Funktion õPöø÷ «�ùûúkü .
Für Werte ��« Ûýi

sei ï�[:��« I ó _¼� ôk[þó _
und ��« �ýÿ

sei ï�[3��« I ó _¼�mGJZòñ
. Für ��«�Í EbiSðjÿûM

wird durcheinenkubischenSplineinterpoliert.Diessorgt schonfür eineAuswaschungin��« -Richtung.EineebenfallswünschenswerteAuswaschungin � X -Richtungwird dadurch
realisiert,dassfür größerwerdendes��« übereinengrößeren� X -Bereichgemitteltwird.
Abbildung8.15zeigtdasErgebnis.DieseTextur ist wiederskalierbar.
Nehmenwir an,dassíA[3µ IdtÃ_

eineFunktionmit Wertenin
EbGcINpqM

ist. Kleine Werteindi-
zierenkleineFehlerund Wertenaheder

p
indizierengroßeFehlerund somit keineZu-

verlässigkeit dernumerischenErgebnisse.Dannnehmenwir [ í I ákµ _
alsTexturkoordina-

ten,welchevomTexturraumaufdasNumerikgitterabgebildetwerden.Zusammengefasst
ergibt sichbei dieserArt derTextur: NachBerechnungvon

t�I µ für alle �²Í²� undalle
Zeiten ¿ wird für alle �ÌÍ²� undalle Zeiten ¿ derFehlerindikatoríA[3µ IdtÃ_

berechnetund
die erzeugteTextur ï�[3��« I � X _ durch ï�[3í�[:µ IdtÃ_
I áâµ _

ausgewertet(vergleicheoberenTeil
vonAbbildung8.15).
Für die EinfärbungderTextur betrachtenwir eineFunktion ë X � U �¢n EHGJINpqM g

, d.h.jedem
reellenWert wird ein Farbwertzugeordnet.Hier wird nun ë X bzgl.

t
ausgewertet,d.h.

wir suchenë X [ tî_
.

DanachwerdendieRGB-Wertevon ï�[3í�[:µ IdtÃ_
I áâµ _
mit ë X [ tÃ_

kombiniert.
EinemöglicheFunktion í kannmanbzgl.desGradientenvon µ konstruieren.Zus̈atzlich
wird die Komponente

t
nochüberpr̈uft. In denRegionen,in denen

t Û � mit � � G
( ��� p5G � � ) gilt, ist nochnichtsinsGebiet”hineingeflossen”.Deshalbwird auchin diesem
Teil dieTextur in demausgewaschenenBereichabgegriffen.
Sei

� ¹ µ � Í E�� « I�� « M undsei
E��âI���MPTÏE	� « I�� « M . Dannseiz.B.

íA[3µ Iftî_uC 
��� phZ G
, falls

� ¹¼µ ��
��
oder

t Û �p�l «� ��� [ � ¹ µ ��l��`_
, falls

� ¹¼µ � Í E	�âI���MGJZ G
, falls

� ¹¼µ � ¾ � Z
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Abbildung 8.15: Fundamentale Zelle des Texturraums mit dem ausg ewasc henen
(blurring) Teil und eine Farbskala zum Kodieren der Zeit.

8.4 Numerisc hes Transpor t Schema

NumerischeVerfahrenfür hyperbolischeErhaltungsgleichungensind immer mit einer
gewissennumerischenViskosiẗat versehen.Dies hat ein Verschmierender numerischen
Lösungsstrukturzur Folge. DiesePḧanomenetauchennicht nur bei Schocks,sondern
auchbei linearenTransportgleichungenauf. Bei VerfahrenhöhererOrdnunghatmanes
eventuellmit Oszillationenzu tun.GeradeaberbeidemTexturtransportverfahrenalsAn-
wendungsbeispielwürdezuvielViskosiẗatdieEntwicklungderinteressantenStrömungs-
musterzersẗoren.Deswegen verwarfen wir nachkurzenTestsdie StandardFinite Vo-
lumenVerfahrenersterOrdnungund wähltenals VerfahrenhöhererOrdnungdie Dis-
continuousGalerkinVerfahren,die wir in dieserArbeit ausf̈uhrlich bearbeitethaben,als
numerischenLöserzumLösenvon Gleichung(8.5).Dieseweisensehrviel wenigernu-
merischeViskosiẗat als andereLöserauf. Die numerischenOszillationenwerdendurch
einenLimitierungsschrittnachjedemZeitschrittvermieden.In aller Kürzewerdenwir
nunnochmaldieDiscontinuousGalerkinVerfahrenbeschreiben,weil manhiereventuell
(wenndasVektorfeldnichtdivergenzfreiist) einerechteSeitezubetrachtenhat.
Nehmenwir an,dass� einunstrukturiertesGitter ist, dasdasRechengebiet� überdeckt
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undausregulärenElementen� ¥ für \ auseinerIndexmenge
���

besteht.Auf diesemGit-
ter führenwir denRaum� derstückweisepolynomialenFunktionen,dienichtzwingend
stetigüberdie Kantensind,ein. Dannbetrachtenwir die Transportgleichung(8.5), ge-
schriebenin Erhaltungsform

±± ¿ ¶ ¡
div ��[ ¶ _�C ¶ div � I

wobei �Ï� � ¯Án � ¯ £ durch � ¥ [3¶ _ � C � ¥ ¶ gegebenist. Multipliziert manmit � Í�� und
integriert über �aÍ�� , soerḧalt man

±± ¿ ��� ¶�� ¡ ���
div ��[ ¶ _ � C ��� ¶ div � � Z

NachpartiellerIntegrationerhaltenwir

±± ¿ ��� ¶�� ¡ ��!"� ��[ ¶ _ ·�½#� C ��� ¶ div ��� ¡ ��[ ¶ _ ¹$� Z
Wir ersetzendenFluss ��[3¶ _ ·�½ , derdenFlussüberdie Kantenvon � beschreibt,durch% [ ¶ � I ¶ � _

, wobei ¶ � und ¶ � diestückweisepolynomialen,abereventuellunstetigenFunk-
tionen ¶ in � bzw. in &� , dergegen̈uberliegendenZellevon � , sind.
Dabeiist % [ ¶ I ¶ _mC ��[ ¶ _ ·�½% [3¶ � I ¶ � _ÔC l % [ ¶ � I ¶ � _AZ
Soerhaltenwir die in dieserArbeit beschriebenenDiscontinuousGalerkinVerfahren.Als
numerischeFlussfunktionnehmenwir die von Engquist-Osher[24]. Die Zeitableitung
diskretisierenwir durchein Runge-Kutta Schema[55].Durch VerwendungeinesLimi-
ters(sieheAbschnitt4.8.1)werdenkünstlicheOszillationenin dernumerischenLösung
ausgeschlossen.
In diesenAnwendungenhabenwir dieFunktionen¶ CVt�I µ auf jedemVolumen� durch
einelineareFunktionapproximiert.Abbildung8.16zeigteinenVergleichzwischeneinem
VerfahrenersterOrdnungundeinemDiscontinuousGalerkinVerfahrenhöhererOrdnung
beiderKomponenteµ .

8.5 Beispiele in 2 Raumdimensionen

Zunächstbetrachtenwir deninkompressiblenFlussumeinzylinderf̈ormigesHindernisin
einemrechteckigenKanal.DasModell ist durchdieinkompressiblenNavier-StokesGlei-
chungengegeben.Bei moderatenReynoldszahlenerwartenwir dasStrömungsbildder
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Abbildung 8.16: Ein Vergleic h zwisc hen Verfahren erster und höherer Ordnung für
den numerisc hen Transpor t der ' Komponente .
DabeiwerdenIsolinienim physikalischenGebiet( zu einerfestenZeit betrachtet.

KarmanschenWirbelstraße.Die numerischenGeschwindigkeiten� , diewir für dieTrans-
portgleichungenben̈otigen,wurdenvorhermit einergemischtenFiniteElementMethode
mit quadratischenAnsatzfunktionenfür � berechnet[2]. Um die GütederTransportglei-
chungzu verbessern,wurdejedesDreieckdesRechengebietsin 16 Dreiecke zerlegt und
dannmit derDiscontinuousGalerkinMethodedie µ Idt

Koordinatenberechnet.Abb.8.17
zeigt zu verschiedenenZeiten die Entwicklung.Abb. 8.18 zeigt die Skalierbarkeit der
Textur zueinemfestenZeitpunkt.
DasnächsteBeispielist ein ProblemohneEinfluss-undAusflussrand.Ein interessantes
Beispielist die BénardKonvektionin einerrechteckigenBox, die von untenerhitztund
von obengek̈uhlt wird. Die FormationderKonvektionsrollenwird einenAustauschder
Temperaturvornehmen.Wir definiereneineinnereLinie � alskünstlichenRandfür das
Transportproblem.Dabeiwird in Abhängigkeit von �Ö·�½ derEinfluss-undAusflussrand
festgelegt.Abb. 8.19zeigtdasErgebnisdesTexturtransportzuverschiedenenZeiten.Der
graueBereichist nicht im Bild derLagrangeKoordinaten.Deswegensetzenwir hierden
FehlerindikatoríA[3µ IdtÃ_uCÏp

für �*)ÍËµQ[<� I ¿ _ .
DasnächsteBeispielist der Texturtransportfür einekompressibleStrömung,die durch
die numerischeSimulationder Euler-Gleichungenin 2D gegebenist. In einemKanal
sind zwei zylinderf̈ormigeHindernisseangebracht.Abb. 8.20zeigt denTexturtransport
zuverschiedenenZeiten.
Dasletzte2D Beispielist derkompressibleFlussdurcheinenKanalmit einspringender
Stufe,dasForwardFacingStepProblem.Wie schonim Bild derDichtein Abbildung7.8
zu sehen,bildensichhinterdemMachstammin derKontaktunstetigkeit Wirbel, die das
VerfahrenersterOrdnung(Abb. 7.5)nicht auflöst.WendetmannundasTexturtransport-
verfahrenaufdiesesBeispielan,sowerdendieseWirbel hierebenfallssehrgutaufgel̈ost.
Abbildung8.21zeigtdies.

8.6 Beispiele in 3 Raumdimensionen

Die Textur TransportMethodesoll nun auf dendreidimensionalenFall übertragenwer-
den.Im 2D Fall hattemanzwei Transportgleichungenzu lösen(für µ Idt

). Nun sindes



8.6. BEISPIELE IN 3 RAUMDIMENSIONEN 127

drei Transportgleichungen(für µ C [:µ�« I µ X _
Ift ). Dabei ist speziellder Transportei-
nerzweidimensionalenEinflusskoordinateµÔÍ�° � zuberechnen.Für dieVisualisierung
nehmenwir dieIdeederimplizitenStromfl̈achenvonJ.vanWijk [67] auf.Betrachtenwir
eineimplizit definierteKurve + C o µ Í-° � � % [3µ _ C Gcr

für einereguläreFunktion %
auf ° � . Mit ��� EbGcINpqM�n ° � bezeichnenwir eineParametrisierungvon + , welchewir als
periodischannehmen,falls + geschlossenist. Dannist dasBild µQ[,+ I · _ von + unterder
KoordinatenAbbildung µ eineStromfl̈ache.DieseOberfl̈achekannauf einemdiskreten
Gitter durcheinendiskretenIsoflächenAlgorithmusextrahiertwerden.Abhängendvon
derParametrisierung� kanndieselbeTexturwie in den2DAnwendungenbenutztwerden.
Wennwir weiterFamilienvon implizit parametrisiertenKurvenbetrachten,erhaltenwir
einenstetigenÜbergangim Texturbild. Anstattnachimpliziten Kurven auf ° � können
wir auchnachBildernvon implizitenOberfl̈achenauf ° � O,EHGJI�³t�M

fragen.
Die folgendeTabelle8.1 soll verdeutlichen,welcheMöglichkeitenesfür die Wahl einer
Oberfl̈achegibt.SeidieOberfl̈achedurchdieMenge

o [3� I × I ß _¨� ��[3µ Iftî_¨Cyÿ,- � r
gegeben.

Die ersteAbbildung8.22zeigteineOberfl̈achendeformationdurchdieLagrangeKoordi-
natenAbbildung.Ein Ellipsoidwird auf ° � O,EbGcI�³t´M

beschrieben.
In diesem3D Testbeispielsei � C �S[3� I × I ß I ¿ _ gegebendurch

��«q[:� I × I ß I ¿ _uCyGcZ  
� X [:� I × I ß I ¿ _uCÏl ß/. [:¿ _� g [3� I × I ß I ¿ _uC ×�. [:¿ _

mit

. [:¿ _uC 
� � phZxñ
, falls ¿ Û è ZxG0 Zxñ'l ¿ , falls ¿�Í E è ZxGcð�1JZ G¬MlìphZxñ
, falls ¿ �21JZ G Z

Dargestelltist die Oberfl̈ache 3 [3µ�« l µ�« � _ X ¡ [:µ X l µ X � _ X ¡*� [ t�l²t � _ X mit fixierten
Wertenµ�« � ,µ X � ,t � und

�
. Die Textur wird benutztabḧangendvon [ Úé[3µ�« I µ X _
IdtÃ_

.
DasnächsteBeispiel ist die DeformationeinerFlächebeim Forward FacingStepBei-
spielin 3D (Abb. 8.23).GerechnetwurdendieEuler-Gleichungenmit denDiscontinuous
GalerkinVerfahren.Simultandazuwurdemit demberechnetenVektorfeldder Textur-
transportberechnet.SieheauchAbbildung7.13,wo dieDichtedargestelltist.
Im abschließendenBeispielist die KarmanscheWirbelstraßein 3D zu sehen(Abb.8.24).
Dargestelltist eineKurveaufderEinlassfl̈ache,diedurchdasGeschwindigkeitsfeldtrans-
portiertwird. ÜberdieseKurve fliessendie Partikel für alle Zeiten ¿ Í EHGJI ³t´M

nach.Als
Ergebnisist eine”Röhre” zu sehen,auf derwir wiederdasausder2D Versionbekann-
te Bild derKarmanschenWirbelstraßeerkennen.Die Flächewird hier in diesemFall in
Abhängigkeit allerLagrangeKoordinatenbestimmt(siehedazudiefünfteZeilein Tabelle
8.1).Die Textur wird ebenfalls in Abhängigkeit allerLagrangeKoordinatenbestimmt.
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Isofläche��[3µ IdtÃ_
Texturµ�« [3µ X IdtÃ_

µ X [3µ�« IdtÃ_t [3µ�« I µ X _t [3µ X I µ�« _3 [:µÐ« l µ�« � _ X ¡ [3µ X l µ X � _ X ¡4� [ tÄl t � _ X [<Ú�[3µ�« I µ X _�IdtÃ_
Tabelle 8.1: Möglic he Wahl von Level-Funktionen und Texturen.

Tabelle8.1zeigtfünf Möglichkeiten,bestimmteLevel mit ihrenzugeḧorigenTexturenzubelegen.
Möglichkeit 1: Die Isofläche576�8:9;6"<=9?>"<=9?@�<BA=C�D4E:Fd� wird dargestellt.Als Textur wird GH8:I;8:5J<=KLCM<ONP5Q>RC
und S > 8:KTC ausgewertet.

Möglichkeit 2: Die Isofläche5 > 8:9 6 <=9 > <=9 @ <BA=C�D4E:Fd� wird dargestellt.Als Textur wird GH8:I;8:5J<=KLCM<ONP5 6 C
und S > 8:KTC ausgewertet.

Möglichkeit 3: Die Isofläche K�8U9 6 <B9 > <=9 @ <=A=CVDWE:Fd� wird dargestellt.Als Textur wird GH8:I;8:5J<=KLCM<ONP5 6 C
und S > 8:5 > C ausgewertet.

Möglichkeit 4: Die Isofläche K�8U9/6X<B9Y>Z<=9Y@�<=A=CVDWE:Fd� wird dargestellt.Als Textur wird GH8:I;8:5J<=KLCM<ONP5Q>RC
und S[>Z8:576\C ausgewertet.

Möglichkeit 5: Die Isofläche ] 8:5^6`_a576cb�C >[d 8:5#>e_a5Q>=bXC >`dgf 8UKh_aK?bXC > DiEjFd� wird dargestellt.Als
Textur wird GH8UI/8U5J<BKTCM<kNPl[8U576"<=5Q>RCBC und S`>Z8UKTC ausgewertet.

Dabei sind 5 6,b <B5 >Bb <BK b <BEjFd�Y< f frei wählbare Parameterund l ein Winkel. Dieser Winkel erkennt
z.B., an welcher Stelle auf der Kreisfunktion auf dem Einflussrandein Partikel eingeflossenist
( lmD fon�p\p\q"r 8:5 6 _m5 6,b C und lmD fZn�psrRtvu 8U5 > _a5 >=b C ).
Mit der fünftenMöglichkeit wird eineKurve auf derEinlassfl̈achebeschrieben,die durchdasGeschwin-

digkeitsfeldtransportiertwird. ÜberdieseKurve fliessendie Partikel für alle Zeiten A w�x yP<�zKe{ nach.Als

Ergebnisist eine”Röhre”zusehen.
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Abbildung 8.17: Textur transpor t in der Karmansc hen Wirbelstraße .
Abb. 8.17 zeigt den Texturtransportin der KarmanschenWirbelstraßezu drei verschiedenenZeitpunk-

ten. Das Vektorfeld ist gegebendurch die inkompressiblenNavier-Stokes Gleichungenund wurde zur

Verfügunggestelltvon [2].
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Abbildung 8.18: Verschiedene Vergr ößerung en im Gebiet Ñ .
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Abbildung 8.19: Textur transpor t beim Bernar d-Problem.
Abb. 8.19zeigtdenTexturtransportbeimBernard-Problemzuvier verschiedenenZeitpunkten.DasVektor-

feld ist gegebendurchdieMaragoniKonvektion.
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Abbildung 8.20: Textur transpor t bei der Str ömung um zwei Zylinder .
Abb. 8.20zeigtdenTexturtransportbeiderStrömungumzweiZylinderzuvier verschiedenenZeitpunkten.

DasVektorfeldist gegebendurchdie kompressiblenEuler-Gleichungenund wurdemit einemVerfahren

ersterOrdnungberechnet.
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Abbildung 8.21: Textur transpor t beim Forwar d Facing Step-Problem.
Abb. 8.21zeigtdenTexturtransportbeimForwardFacingStep-Problem.DasVektorfeldist gegebendurch

die kompressiblenEuler-Gleichungenundwurdemit einemVerfahrenzweiterOrdnung(sieheDichtebild

7.8zumVergleich)berechnet.

Abbildung 8.22: 3D Textur Transpor t (Röhre)

Abbildung 8.23: 3D Textur Transpor t (Forwar d Facing Step)
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Abbildung 8.24: 3D Textur Transpor t (Karmansc he Wirbelstraße)
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Kapitel 9

Volumen visualisierung (Volume
Rendering)

DasProblemdergraphischenDarstellungvonVolumendatengilt alszentralesForschungs-
gebietderwissenschaftlichenVisualisierung.Die heutebekanntenVerfahrenzurVisuali-
sierungdreidimensionalerSkalarfelder, wie sieausMessungen(spezielldenbildgeben-
denVerfahrender Medizin) oderausSimulationsrechnungen(z.B. ausder Strömungs-
mechanik)herr̈uhren,zerfallen in zwei Klassen:Konturflächenbestimmungund direk-
te Volumenvisualisierung.Die Vorteile der ersten,nämlich die Reduktionder gesamten
Volumeninformationauf eineFlächenbeschreibung werdendurchdie Vernachl̈assigung
kleiner, amorpherundnichtauf derIsoflächeliegenderStrukturen,sowie durchalgorith-
mischeArtefakteerkauft.DieserNachteilführtezur EntwicklungderdirektenVolume-
Rendering-Verfahren,bei denenim Prinzip jedesVolumenelementeinenBeitrag zum
endg̈ultigenBild liefert undtieferliegendeSchichtendurchTransparenzsichtbargemacht
werden.Dabei können,wenn auchmit enormhohemBerechnungsaufwand,durchdie
flexible Abbildung der Datenwerteauf Farbeund Opaziẗat (Transferfunktionen),sowie
durchVoxel-ShadingunterschiedlicheStrukturenund Bereicheausdrucksstarkvisuali-
siert werden[40]. Ein Voxel ist ein Punkt im Dreidimensionalen(vergleicheDefiniti-
on 8.1.4von Pixel im Zweidimensionalen).Die verwendetenMethodenwerdenin zwei
großeGruppenaufgeteilt:ProjektionsverfahrenundStrahlverfolgungsverfahren.Bei den
ersterenwerdendie Daten,bzw. der ”Fußabdruck”desVoxels auf die Bildebeneproji-
ziert, bei der zweitenGruppewerdengem̈aßdemRaytracing-Verfahrenfür jedenBild-
punktStrahlendurchdasVolumengeschicktunddie IntensiẗatenundOpaziẗatenentlang
diesesSehstrahlsaufintegriert.
Die im sp̈aterenVerlaufdesKapitel zu sehendenVolumeRenderingBilder wurdenwur-
dennacheinemAlgorithmusvon Gerstnerund anderen[29], [30] unterder Visualisie-
rungsplattformGrape[28] gemacht.Bei diesemAlgorithmusarbeitetmanmit Würfel-
packungen,die hierarchischangeordnetsind. Durch die spezielleStruktur desGitters
(manhat immer

K g I�K�C   z I�i Í U W
Würfel) kannmaneinensehrschnellenAlgorithmus

beiderStrahlverfolgunganwenden.Ein Würfel wird dabeijeweils in sechsTetraederge-
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teilt.
In diesemKapitel soll eineweitereMöglichkeit beschriebenwerden,die LagrangeKo-
ordinatenµ C [3µ�«Ù[:� I × I ß I ¿ _�I µ X [3� I × I ß I ¿ _d_ und

t C+t [3� I × I ß I ¿ _ sinnvoll darzustellen.
Betrachtenwir denEinheitswuerfel

EHGJðNpqM g
. In zufällig gewähltePunkte[3��� I ×s� I ßN� _ werden

Ellipsoidegelegt.
SeienKonstanten� L�I � R�I � e mit � L¸� � � R und � L¸� � � e
gegeben.
BetrachtedieFunktion

³¶A[:� I × I ß _uC|- �~}�� | � �M���� �� - �~}�� | � �M���� �� - �~}�� | � �k���� �� Z
Mit Hilfe dieserFunktiondefinierenwir

¶@[:� I × I ß _�C ¤� L ��� R �R� e �k�
³¶S[3� I × I ß _AZ

Nunbetrachtenwir folgendeMengeno [3� I × I ß _5� ¶@[:� I × I ß _uCyÅ
mit

Å Í U � r�Z
Abb. 9.1zeigteinesolcheMengefür ein festesc.

Abbildung 9.1: Ellipsoide im Einheits würf el
Abb. 9.1zeigtdie Isosurface ��8U9�<B�;<B��Cs� �?8:9�<=�;<O�oC�D�y������ .
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WennmandurchgeeigneteWahl derEllipsoid-Zentren[3��� I ×¬� I ßN� _ erreicht,dassdie El-
lipsoidenicht denRand”durchstoßen”,kannmanan allen SeitendiesesWürfels einen
Würfel derselbenArt ansetzen.ManhatsomiteineperiodischeFunktion.

Alternativ kannauchmanauchdieFunktionen

Â8«
[3� I × I ß _uC � , Â X [3� I × I ß _uC × und Â g [:� I × I ß _uC ß
betrachten.

DasersteAnwendungsbeispielist dieinkompressibleStrömungin derKarmanschenWir-
belstraße.Dabeiwurdeder2D-Datensatzin diedritteDimensiongeshiftet.
Als Isosurfacestellenwir danndieMengeo [3� I × I ß _¨� ¶@[ t�I µ�« I µ X _�C-Å
Æ"K �q¿ r
dar.
Abb. 9.2zeigtdie möglicheAnwendungin derdreidimensionalenKarmanschenWirbel-
straße.

Abbildung 9.2: Ellipsoide (Karmansc he Wirbelstraße) (Isosurface).
Abb. 9.2 zeigtdie Isosurface �o8U9�<=�;<B��Cs� �;8UK�<B5^6X<=5Q>RC�D�y������ zu einerfestenZeit. Die Ellipsoidewerden

dabeidurchdasVektorfeldtransportiertundsomitverformt.

Bei der Visualisierungnachder VolumeRenderingMethodeergibt sich folgendesBild
(sieheAbb. 9.3).JederVoxel liefert einenEintragzumBild.
Die Abbildungen9.4,9.5zeigendie Funktion Â g [ t�I µ�« I µ X _ . Zunächstwird zu einem
konstantenWerteinefesteIsosurfaceunddanndasVolumeRenderingdargestellt.
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Abbildung 9.3: Ellipsoide (Karmansc he Wirbelstraße) (Volume Rendering).
Abb. 9.3zeigtdasVolumeRenderingzuderFunktion �;8UK�<B5 6 <=5 > C zueinerfestenZeit. Mansiehtdeutlich

diedreidimensionaleStruktur. HintenliegendeTeilewerdendurchTransparenzsichtbargemacht.

Die entprechendeTransferfunktion(Abb. 9.6) sorgt für die Durchl̈assigkeit oder Un-
durchl̈assigkeit derentsprechendenDichten.Wir machendieAnnahme,dassdieDichten
sichim Intervall

EHGJðNpÙM
befinden.Wenndie Undurchl̈assigkeit denWert

p
annimmt,soist

dieserDichtebereichsehrausgepr̈agt zu sehen.Wenndie Undurchl̈assigkeit denWert
G

annimmt,soist dieserDichtebereichnichtzusehen.
DaszweiteAnwendungsbeispielzeigt die kompressibleStrömungin drei Raumdimen-
sionenumdreiHindernisse.DasStrömungsgebietist folgendermaßengegeben:

� C [ EHGJZ GJðNphZ G¬MPO EbGJZ GJðNpsZxG¬M8O,EbGcZxGJðqphZxG�M:_� [ EHGJZ phðjGJZ è M�OQEbGJZ 0 ðjGcZ�1¬M�OQEbGcZ 0 ð�GJZ�1�M:_� [ EHGJZ   ðjGJZ 0 M�OQEbGJZ�1�ñcð�GJZ��hñ�M8OQEHGJZ�1�ñcðjGJZ���ñ�Mû_� [ EHGJZ   ðjGJZ 0 M�OQEbGJZ p"ñcð�GJZ è ñ�M8OQEHGJZ p"ñcðjGJZ è ñ�Mû_AZ
GerechnetwurdendieEuler-GleichungenderGasdynamikin dreiRaumdimensionen.Die
EllipsoidewurdenwiederdurchdasberechneteGeschwindigkeitsfeldtransportiert.Die
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Abbildung 9.4: Isosurfaces in der Karmansc hen Wirbelstraße .
Abb. 9.4zeigtdie Isosurface ��8U9�<B�;<B��Cs� � @ 8UK�<B5 6 <=5 > CHD�yP� ��� zueinerfestenZeit.

Abbildungen9.7, 9.8, 9.9 zeigenzun̈achstdasGebietund dannwiedereinenVergleich
zwischeneinerfestenIsosurfaceunddemVolumeRendering.
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Abbildung 9.5: Volume Rendering in der Karmansc hen Wirbelstraße .
Abb. 9.5zeigtdasVolumeRenderingderFunktion � @ 8UK�<B5 6 <=5 > C zueinerfestenZeit.
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Abbildung 9.6: Transf erfunktion für das Volume Rendering der Funktion  g ö¡' «�ù ' X ùk¢éü .
Abb. 9.6zeigtdie Transferfunktionfür Abb. 9.5.HoheWertevon £ bedeutenwenigDurchl̈assigkeit. Des-

halbwerdendieFarbenhellblauundgelbin Abb. 9.5sehrausgepr̈agtgezeichnet.£ nahederNull bedeutet

viel Durchl̈assigkeit. Für £�D¤y liefert derentsprechendeDichtewertkeinenEintragzumGesamtbild.
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Abbildung 9.7: Str ömungsg ebiet.
Abb. 9.7zeigtdasGebiet.Hier wurdendiekompressiblenEuler-Gleichungenin dreiRaumdimensionenge-

rechnet.Mit demberechnetenGeschwindigkeitsfeldwurdendieTransportgleichungenfür dieKoordinaten5 6 <B5 > <=K berechnet.
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Abbildung 9.8: Isosurface im Str ömungsg ebiet.
Abb. 9.8zeigtdie Isosurface ��8U9�<B�;<B��C¥�c�;8UK�<B576�<=5Q>RCHD p\qXu�r Ak� zueinerfestenZeit.



144 KAPITEL 9. VOLUMENVISUALISIERUNG (VOLUME RENDERING)

Abbildung 9.9: Volume Rendering im Str ömungsg ebiet.
Abb. 9.9zeigtdasVolumeRenderingderFunktion �;8U5 6 <B5 > <=KLC zueinerfestenZeit.
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Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausb lic k

In dieserArbeit habenwir dieDiscontinuousGalerkinVerfahrenfür Systemevonhyper-
bolischenDifferentialgleichungenbetrachtet.Wir habendieVerfahrenausf̈uhrlichin zwei
unddrei Raumdimensionenanalysiertundmit denStandard-VerfahrenhöhererOrdnung
wie MUSCL verglichen.Die 3D VersionderDiscontinuousGalerkinVerfahrenwurdein
dieserArbeit zum erstenMal analysiertund auf einemParallelrechnerumgesetzt.Die-
sesVerfahrenlieferteeindrucksvolle Ergebnisse,dieallerdingsteuererkauftwurden.Die
DiscontinuousGalerkinVerfahrensindsehrspeicher- undrechenintensiv. Deswegenwar
esunvermeidbar, dieVerfahrenaufeinemParallelrechnerzuparallelisieren.Dabeiwurde
sowohl die VarianteunterMPI auf einemverteiltenRechneralsauchdie SharedMemo-
ry Varianteumgesetzt.In dieserArbeit habenwir die kompressiblenEuler-Gleichungen
der Gasdynamikbetrachtet.In Zukunft könntemansich vorstellen,die kompressiblen
Navier-Stokes-Gleichungen[53] ebenfalls mit denDiscontinuousGalerkinVerfahrenzu
lösen.DabeiwürdemandenkonvektivenTeil mit denin dieserArbeit beschriebenenMe-
thodenlösen.DendiffussivenTeil würdemanwie bisherauf direktemWeg lösen.Eine
weitereAnwendungsm̈oglichkeit ergibt sichbei denGleichungenderMagnetohydrody-
namik.Hier wäredie Adaptionnochsehrviel einfacher, weil manim Wesentlichennur
dienumerischenFlussfunktionenanpassenmüsste.
UmdienumerischenLösungendieserDifferentialgleichungenzuverstehenundauchdem
Ungëubtenversẗandlichzumachen,ist esnötig,diesezuvisualisieren.Dazuhabenwir in
dieserArbeit einenAnsatzunternommen.Wir habenin dieserArbeit einneuesVerfahren
zur VisualisierungzeitabḧangigerVektorfelderentwickelt. Dabeiwird einevorgegebene
Textur mit einemGeschwindigkeitsfeldtransportiert.DiesesVerfahrengibt demBetrach-
ter dieMöglichkeit, dasGeschwindigkeitsfeldglobalauchfür langeZeitenzu verstehen.
Mit denbisherzur VerfügungstehendenVerfahrenhattemannur für station̈areVektor-
felder sinnvolle Visualisierungstechniken.Bei diesenTexturtransportrechnungenwaren
auchnumerischeVerfahrenvom hyperbolischenTyp zu betrachten.Da manhier beson-
dersVerfahrenohneviel numerischeViskosiẗat ben̈otigte,kamenhier die Discontinuous
GalerkinVerfahrenin derskalarenVersionzurAnwendung.
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Anhang B

Listings

WährenddieserArbeit wurdeeinesehrgroßeAnzahlvonProgrammenentwickelt.Diese
hier alle zu erwähnenodergar abzudrucken, würdedenRahmensprengen.Diesewur-
dendannsowohl seriellalsauchparallelunterMPI oderSharedMemoryentwickelt. Zu
nennenwährenu.a:Ò (2D): skalarerFall : Quadrate: VerfahrenersterOrdnungundDiscontinuousGaler-

kin VerfahrenderOrdnung2. bis7.Ò (2D): skalarerFall : Dreiecke : VerfahrenersterOrdnungundDiscontinuousGaler-
kin VerfahrenderOrdnung2. bis3.Ò (3D): skalarerFall : Hexaeder: VerfahrenersterOrdnungund DiscontinuousGa-
lerkin VerfahrenderOrdnung2. bis3.Ò (3D): skalarerFall : Tetraeder: VerfahrenersterOrdnungundDiscontinuousGa-
lerkin VerfahrenderOrdnung2.Ò (2D): Systeme(Euler-Gleichungen): Quadrate: VerfahrenersterOrdnungundDis-
continuousGalerkinVerfahrenderOrdnung2. bis3.Ò (2D): Systeme(Euler-Gleichungen): Dreiecke: VerfahrenersterOrdnungundDis-
continuousGalerkinVerfahrenderOrdnung2.Ò (3D):Systeme(Euler-Gleichungen): Hexaeder: VerfahrenersterOrdnungundDis-
continuousGalerkinVerfahrenderOrdnung2. bis3.Ò (3D):Systeme(Euler-Gleichungen): Tetraeder: VerfahrenersterOrdnungundDis-
continuousGalerkinVerfahrenderOrdnung2.

Exemplarischwird hier dasProgrammpaket zur Lösungder Euler-Gleichungenin 2D
auf Quadratenmit denDiscontinuousGalerkinVerfahrenderOrdnung2 in derseriellen
Versionabgedruckt.
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[1] E.Bänsch:LocalMeshRefinementin 2 and3Dimensions.Report6,SFB256,Bonn
1990.
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